3.1 Vypocet neurcitého integralu

1
3.141 |—dx
J-(1 +e* )2
rozsifime vyrazem e* a volime substituci: t = (p(x) =g* |=R—>J = (0,oo)
px)=¢* I =(-01)u(-10)u(0,%)
1
F()= dt
© jt(1+t)2

1 A B C

nalezneme rozklad na parcialni zlomky: > = + -
t(1+1) t 1+t (1+1)

t=-1: C=-1
t=0: A=1
t? : C=A+B=>B=-1

t I+t (1+1)° 1+t
F(p(X)=Xx—In(1+e") + +C

1+e”

3.1.42 j;dx

e +e* -2
roziifime vyrazem e* a volime substituci: t = ¢p(x)=e” | =R—2>J =(0,00)

(p,(x)zex J = R—{—Z,O,l}

1
F)= | ———dt
© jt(t2+t—2)
1 A B  C

nalezneme rozklad na parcialni zlomky: ————=—+——+
tt+t-2) t t+2 t-1

t=0: A:—l
2
t=1: C=1
3
t=-2 : B:l
6

F(t):—ljldnl R Ldt:—llnt+11n|t—1|+11n(t+2)+c
29t 37t-1 67t+2 2 3 6

F(p(X)) = —%X+%ln

eX —1\+%1n(ex +2)+C




3.1.43 j ! dx

X X X

1+e? +e3 +e

upravime a zavedeme substituci:

6
1 6°
J. X 3 X 2 dX=6J‘ X X 3 X 2 X dX
lJ{eﬁJ +(e6J +e2 e{lj{e()] +{e6J +e6J
t=gp(x)=e® 1=R—25J=(0,)
(p(x):éeé 1=R-{o1)
Fity=6f :

tt +t° +t+1)

nalezneme rozklad na parcialni zlomky; je ziejmé, 7e polynom t* + t? + t + 1 ma koten t =1,
tedy P+ +t+1=(t+1)(t?+1)
1 A B Ct+D

tE +t2+t+1) t t+1 tP+1

1

t=-1: B=——-
2
t=0 : A=1
£ A+B+C:O:>C=—%
t A+B+D:0:>D:—%
F(t) = 6j dt——j ——jt” —6Int—3ln(t+1)—>In(t> +1)— 3arctg t + C
t+1 2

F(p(X)) = X —3ln[e6 + 1] —%ln(e3 + IJ —3arctg e® +C

X

2
3.1.44 j”—edx

2

1+e*



jﬂ 1 1(”

4
upravime a zavedeme substituci: ~dx =4 I - -—dXx
1+e* et 1+ e4J
t=p(x)=e* 1=R—2-J=(0,0)
o(x)= ie“ J=R-{-10}
Ft)=4[ A
t(1+t)°

1+t A B C

nalezneme rozklad na parcidlni zlomky: =
P Y tl+t)® t 1+t (1+t)

t=-1: C=-
t=0: A=1
t2 A+B=1=>B=0

1 1 1
F(t)=4|-dt-2|—dt=4Int+8——+C
® It I(1+t)2 T

F(p(x)) =X+ +C

X

1+e*

3.1.45 j( ! dx
e

X+ +1)2 —(ex‘1 +1)2

upravime a zavedeme substituci:
1

s e

1 J* e* dx

“4shichl? L (. 1
e e +—-
chl




1 1

F(t) = I dt
4shichl tz(t+i)
chl
nalezneme rozklad na parcialni zlomky: ; = é + Ez + c 1
tz(Hl] U b
chl chl
t=0 : B=chl
t——— . Cc=cI
chl
t? : A+C=0=>A=-ch’1
Fay=—trlg, ! jidt+th L gt-
4 't 4shl 47,1
_l’_i
chl
:—Cthllnt— ! l+Cthlln t+L +C,
4 4shl1t 4 chl
F =———IX—In|[lch1)e* +1))]——F—=—
(9p00) =~ (x—tnfcn e +1)- hl)e

3.1.46 Vypocitejte integraly z raciondlnich funkei:

72x —115 x*

)I -2 +5dx:jx3+4x2+12x+30+—dx:—+§x3+6x2+30X+

X* —4x+4 X* —4x + 4 4

+I—72X 13 dx=X_+§x3+6x2+30x+.|‘ 29 dx+j 72 =XT+§X3+6X2+
X

X—2

_ 2)2

X* —4x +4 4

+ 30X — 29
X_

+ 721n|x—2| +C
2

dx 1 1 1
b>IWZJ[7‘Xz+1]dx=‘;‘amg“c

X* +2 X’ +2 dx
C)J‘ ~3x-2 _-[ (x+1) dX:j3'(X+1)_I X+1) _'[

:—1n|x+1| —1n|x 2| +ﬁ+c




2
d j%ﬁ:?dx:jdx+dex:x+zj%:x+%arctg(%ﬂj+c
1+(2)
2X+3 2X+2 Ct=x?+2x+5 dt
)J. x +2x+5) J-(x +2x+5 d +J‘ x +2x+5 dt=(2X+2)dX :jtT+
+J- _|x+1=7 1 +J- dz 1 Loz
(x+l +4) dx = dz 2t (22 +4f 2-(x2+2x+5)2 16 (22+4)2
NS 1 s (x+1) +i{ ‘j }
16 (Zz+4)2 2.(X2+2X+5)2 16 ((X+1)2+4)2 16 (22 +4)
= — 1 +L (x+1) +i{ x+1 iarctg;1}+c—
2(x*+2x+5) 16 (x> +2x+5) 16 8(x> +2x+5) 16 2
= X=7 + 3(x+1) . arctg(x—ﬂj+c
16-(x> +2x+ 5] 128 (x> +2x+5) 256 2

3.1.47 Vhodnou substituci zjednoduste integraly (bez dopocitani vysledku):

3 3 2 2: _
a)J.X—dxz X+ u J.Xz dU uizd_u L ldu_ljizdu:
(3x2+2)2 du = 6xdx u> 6x 3 u° 6 18Yu 9/u

X’ Xt =t 1l odt
b)J-(x8+1)2 | dt =43 dx _4J.(t2+1)2_m

X X° =t 1 dt
C)lez—ld B dt:6x5dx:gjt2—1:

3.1.48 Preved’te na integral z raciondlni funkce (bez dopocitani vysledku):



dx Xx+1=t’ t?
- = =3 dt=...
al)I1+13/x+1 3t* dt = dx I1+t
Ux +1 x=u®
b)J' " dx = dx:6u5du:6j(u4+u2)du:...

dx

3\/(x +1) - (x=1)=t-(x +1)

= () 1) (k= 1) = (x4 1)

2
dx = 6t dt

(=]

dx

RN e ey

Joe e

:J- 2t

Q—tzﬁ(?_:j—4J

Sdt=2[dt=...

1 6t?
= . dt:
K{ﬁ+}+q (-vf
1t

VXF =3x+2=t-(x-1)
X2 =3x+2=t>-(x-1)
Xzz—ﬁ _
1-t?
C—ot(i-t?)+ 2t (2 t?)

=

dx dt

3.1.49 Uzitim Eulerovy substituce pfeved'te na integral z racionalnich funkci (ktery jiz

nemusite dopocitavat):

a)J‘L_

AAX? +2x+1 -

b)jx—w(z
A4+ 2x = X3

VA 42X+ 1 =/4x +1

) ~ 2| 1 t-t>-1, 1
4%% 42X +1=(2x +1) _jt2 — dt=[—dt=..

t—t* -1
(1-2t)

dx = dt

JA+2x— x> =xt+/4

442X —x>=x*t* +4xt+4|=

t2 —t—1
dx=4-———~d
ey ©

L =2ty 1-2t

1-2t

21
2 2
mi;1 . tzt Lt
25 2 (¢ +1)
t°+1




3.1.50 Vypottete: [ _COs2X 4y

cos? xsin? X

J‘ Cos 2X dX:J‘COSZX;SiandX:J'.IZ dx—j dx = —tgx —cot gx +C

cos’ xsin? x cos’® xsin? x sin? x

Ccos™ X

1+2x>
3.1.51 Vypodététe: | —————dx
P Ix2(1+x2)
1+2x? 1+ x2 X 1
= dX+ | ————dx=|—dx+ dx =——+arctgy +C
J‘x2(1+x2) J‘x2(1+x2) J.x2(1+x2) J.xz J.1+x2 X v

3.1.52 Vypoctéte: I

X4
dx
Va+x°

N 1
j —4X+x = j4+x =gln‘4+x5‘+c
3.1.53 Vypoctéte: | (‘/;+2)3dx

X2 4+6+12X 2 +8x

J-(\/;+2)3dx:J'\/X_3+6x+12\/;+8dX:I( 3 5 “]dx:
X X

:%x x+6x+24\/;+81n|x|+C

3.1.54 Vypoctéte:

2X+5
[P

J- 2X+5 J’ dx J' = i 1-x? +§arcsz+C

V9 —-9x?

3.1.55 Vypoctéte: [/(8—3x)"dx

11

js (8—3x)°d j(s 3x)6dx_——(8 3X)6 +C

X+1

dx
V3x+1

3.1.56 Vypoctéte uzitim vhodné substituce: I



3x 1=2° x_ 3 2 5 2
J-3x+1 + — 2 +2 12 dz:%j(z4+2z)dz:%+%:
V3x+1 dx = z%dz

= %%/(3x +1)° +%%/(3x +1)° +C

xax
3.1.57 Vypoctéte uzitim vhodné substituce: | ————
IV2x+1+1
_P2x+1=r? Sx=1" r .[ r’ r’
J' =—|(r"-rndr=—-—+C=
\/2x+1+1 dx = rdr 2(r+1) 6 4
JEX+1)?
_ (2x+1) —2X+1+C
6 4
x>dx

3.1.58 Vypoctéte uzitim vhodné substituce: j

VX242

X +2=t?
x2+2 [2xdx = 2tdt

:%\/(x2 +2)’ —2x*+2+C

3 2 3
j X“dx :j(t t_z)tdtzj(tz—z)dtz%—zucz

3.1.59 Vypoctéte uzitim vhodné substituce: I Xd X 1
e —_

x+C

1-e* +¢e* e* e’ 1=t
J‘e —l_J. e’ -1 :Iex—ldx_jldxzexdx=dt

:J.%—J-ldx:ln :

3.1.60 Vypoctéte uzitim vhodné substituce: Ieﬁdx

=72 u=zu=1

J'efd
dx = 2zdz

=2e"(Jx-1)+C

3.1.61 Vypoctéte uzitim vhodné substituce:

2J'ezzdz: :2zez—2jezdz:2zeZ -2e*+C =

v=e’v=ege’

X
——X
[
(22 .- Vx*+a’ +C

z

x*—a’=2°
2xdx = 2zdz

i



3.1.62 Uzitim metody per-partes vypoctéte: Ixz cos 2xdx

sz cos 2xdx = 1 Ly Sin2X—J.XSin2XdX:
V'=c0os2X V= Esin 2X

= ) 1 :lxzsin2x+lXcos2X—jlcos2XdX:
V'=sin 2X VZ—50082X 2 2

=lX2 sin 2X +1X0052X—lsin2x+C
2 2 4

3.1.63 Uzitim metody per-partes vypoctéte: j xarctgxdx

U =arctgx u'=
J' xarctgxdx =
V'= X V=

X2

1+ x>

1+ x*

1, 1
= —Xx-arctgx —— dx =
2 9 2I

2

1
2
1

1 2 1 1 1 2 1 1
=—Xx-arctgx —— | ldx + — dx = —x“arctgx — —x + —arctgx + C
2 g 2~[ 2J. 2 g 2 2 g

1+ x*

3.1.64 Uzitim metody per-partes vypoctéte: jlnz xdx

u=In%x u’:21nx-l U=Ilnx u=

J-ln2 xdx = x| = x-In? x—j2lnxdx:
v=1 V=X v=1 V=X

1
X =

=X-1n2X—2(X1nX—ledX) =Xx-In* x=2xInx+2x+C
X

3.1.65 Uzitim rekurentnich vzorct pro I, Is , I, vypoctéte: j'e“ cos 4xdx

4e* sin 4x + 3e™ cos4x 3

J-e3X cos4xdx = +c=f
25 25

3.1.66 Uzitim rekurentnich vzorct pro I, Is , I, vypoctéte: j-e“x sin 3xdx

(4sin4x+3cos4x)+C

4e** sin3x —3e** cos3x e

J-e4X sin 3xdx = +C=
25 25

(4sin3x—3cos3x)+C




dx

(x* +1)°

3.1.67 Uzitim rekurentnich vzorct pro I, Is, I, vypoctéte: j

IL—K;_FEJ. 1 dx = X +§ X _|_l 1 dx
xX>+1)° 4 (1+x*)* 47 (x> +1)? 40+x7)* 4 20+x*) 271+x°

X X 3
= 5+ ——+—arctgx+C
40+x7)" 8(1+x") 8

3.1.68 Uzitim rekurentnich vzorct pro I, Is, I, vypoctéte: j%
(x*+9)
dx X 1 dx X 1 1
j 2 2 = 2 S 2 = P ) + I dX =
(x*+9) 18(x”+9) 187 x"+9 18(x° +9) 162

X 2
[3} +1
X 1 X
:ﬁ+—arctg—+c

18(x~+9)" 54 3

3.1.69 Vypoitete: | _C0S2X

cos? Xsin? X

2X > X —sin® x 1 1
J‘%dx judx:j — dx—f s—dx =—tgx—cotgx+C
COS™ XS~ X sm- X coS™ X

cos? xsin? X

1+2x>

3.1.70 Vypoctéte: Iﬁ
X1+ X

J-1+2x2 :j 1+ x? 1

X’ 1 1
dX+ | ——dx=|—dx+ dx =——+arctgy +C
X*(1+x%) x> (1+x%) J.x2(1+x2) J.xz J.1+x2 X v

X4

V4+x°

3.1.71 Vypottéte: | dx

b s ]

3
3.1.72 Vypoctéte: I(\/;—+2)dx
X

X2 +6+12X 2 +8x"

I(&”)B dx:j\/x_3+6x+12\/§+8dxzj( ! ! ]dx:
X X

:%x x+6x+24\/§+81n|x|+C




3.1.73 Vypoctéte:

2X+5
[ o

= 2 1- x> +5arcs1nX+C
3 3

I 2X+5

Vo —ox? I 3\/ﬁ e I

3.1.74 Vypodtéte: j /(8 = 3%)° dx

Y@ =3x)°dx = (8—3x)gdx =—i(8—3x)L61 +C
N I %

X+1
3.1.75 Vypoctéte uzitim vhodné substituce: dx
'[%/3x+1
j x+1 o Px+l=2’ Sx=t 2’ +2 zzdz_lj(z4+22)dz_i+i_
3/ 3 53
X+ dx = z°dz
2%%/(3X+1)5 +%%/(3x+1)2 +C
3.1.76 Vypoctéte uzitim vhodné substituce: j¢
h I 2x+ 141
j /—de “2X+1:r2_>x:r _ r-l rdr—lj(rz—r)dr—i—ﬁJrC—
2X+1+1 dx = rdr 2(r+1) 2 6 4
J2X+1)
_ ( ) —2X+1+C
6 4
3.1.77 Vypoctéte uzitim vhodné substituce: I Xdx
VX +2
3 x> 12 =12 2 3
[ Xdx _ X"+ [t [~ = —2t+c -
X2 42 2xdx = 2tdt t 3

:%w/(x2 +2)’ —24x*+2+C




3.1.78 Vypoctéte uzitim vhodné substituce: I

X

e —1=t
e*dx =dt

P e P o I

3.1.79 Vypoctéte uzitim vhodné substituce: Ieﬁdx

X =22 u=zu=1

J.e&dx =
dx = 2zdz

=2e"(Jx-1)+C

3.1.80 Vypoctéte uzitim vhodné substituce:

:2J.ezzdz:

vV=e’v=ege’

X
—dXx
[

= zdz =z+C=+x*+a*+C

z

x*—a’=2°
2xdx = 2zdz

J.; dx
Vx* -a’?
3.1.81 Uzitim metody per-partes vypoctéte: Ixz cos 2xdx

sz cos2xdx = :lx2 Sin2X—J.XSin2XdX:
V'=Ccos2X V= Esin 2X

= ) 1 :lxzsin2x+lXcos2X—jlcos2XdX:
V'=sin 2X VZ—50082X 2 2

=lX2 sin 2X +1X0052X—lsin2x+C
2 2 4

3.1.82 Uzitim metody per-partes vypoctéte: j xarctgxdx

u=arctgx u'= e 1. 32
j'xarctgxdx = L+x_2 x*arctgx — —I -dx =
, 1, 2 29 14+x
V'= X V=—X
2
1, 1 1 1 1, 1 1
= —x-arctgx —— | ldX + — dx = —x-arctgx — —x +—arctgx + C
2 g 2~[ 2J.1+x2 2 g 2 2 J

3.1.83 Uzitim metody per-partes vypoctéte: jlnz xdx

= ﬂ— ldx = In
71

ex—l‘—x+C

=2ze’ —2Iezdz =2z7e* -2’ +C =



5 U=In>x u=2Inx-~ ) u=
J'ln xdx = X|=X-1n x—jzlnxdx:

v=1 V=X v=1 V=X

:X-lnzx—Z(XlnX—J.leX) =x-In*> x=2xInx+2x+C
X

3.1.84 Uzitim rekurentnich vzorct pro I, Is , I, vypoctéte: J-e3X cos 4xdx

3x

4e* sin 4x + 3e* cos4x e
+C =

je“ cos4xdx =
25 25

(4sin4Xx+3cos4x)+C

3.1.85 Uzitim rekurentnich vzorct pro I, Is, I, vypoctéte: je‘“‘ sin 3xdx

4x

4x - 4x
J.e4X sin 3Xdx = de sin3x -3¢ COS3X+C _¢ (4sin3x—3cos3x)+C
25 25
‘e , . \ox dx
3.1.86 Uzitim rekurentnich vzorct pro I, Is , I, vypoctéte: J-z—3
(X" +1)

IL—E;_FEJ. 1 dx = X +§ X +l 1 dx | =
OC+1) 4 (1437 4003+ a1+x)?  420+x%) 2014

X 3X 3
= S5+ s—+—arctgx+C
41+x7)" 8(1+x") 8

dx

3.1.87 Uzitim rekurentnich vzorct pro I, Is , I, vypoctéte: J-ﬁ
(X*+9)

1

BE

X 1 dx X 1

dx
J. 2 2 = 2 T2 = 2 >t I dx =
(x*+9) 18(x*+9) 18Y x°+9 18(x"+9) 162

X 1 X
=————+—arctg_-+C
18(x" +9)” 54 3




