
5.1 Dvojný integrál a jeho výpočet 
 
5.1.1  Vypočtěte obsah  obrazce ( )ΩP Ω  na obr. 78. 
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5.1.2  Nechť jsou funkce f, g spojité na intervalu ba, ; nechť platí ( ) ( ) .,bavxfxg ≤  Pak 

obrazec Ω , jehož hranici tvoří grafy funkcí f, g a úsečky přímek x = a, x = b je 
měřitelná množina. Ukažme, že platí 
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5.1.3 Nechť je funkce ( )ϕrr =  nezáporná a spojitá na intervalu βα , ; nechť .2παβ ≤−  

Ukážeme, že pro obsah rovinného obrazce Ω  zadaného v polárních souřadnicích 
funkcí r, tj. omezeného obrazce, jehož hranici tvoří křivka ( )ϕrr =  a části polopřímek 

,βϕαϕ == a  platí ( ) ( ) ( ) .
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5.1.4  Najděte těžiště homogenní desky Ω , jejíž hranicí je kardioida 

( ) .,,cos1 ππϕϕ −∈+=≡ ark  
 
Řešení:
Budeme předpokládat .1=σ  
Z polární rovnice křivky k vidíme, že platí ( ) ( ) ,,, ππϕϕϕ −∈−= rr  a proto je křivka k i 
deska Ω  souměrná podle osy x. Je tedy ( ) .0,0 ==Ω tx yS  
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5.1.5  Vypočtěte povrch (plášť) rotačního tělesa: 

a) Katenoidu (vznikne rotací křivky 
a
xachy = , kde a > 0, kolem osy x). 

b) Elipsoidu, který vznikne rotací elipsy 12
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b) tax cos⋅=   tby sin⋅= π2,0∈t  
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5.1.6  Vypočtěte obsah obrazce ohraničeného křivkami: 
 
a) parabolou  a osou x. 26 xxy −=
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b) parabolou  a přímkou pxy 22 = .0,012 〉=−− pyx  
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