1.2 Limita funkce

3 —
1229 lim VX20*2
=2 x" 48

Reseni:

Vimer Wrer2](im6) —2vr—e+2?] x-6+2"

X 48 (v 8| Wr=6) -2 —6+2° | __Q3+8{®Qt€f—2v;?g+2{

B 1
(- 2x+ 4] (r=6) ~24r—6+2?

Odtud:

Yx—6+2 1 TS SR

lim ~* "= — lim . im-—— =
o xT+8 H_z(xz—2x+4I(3\/x—6) —23\/x—6+22:| 212-12 144

4 —
1.2.30 lim\/; 2

x—>16\/;_4.

Reseni:

fx -2 fx -2 ) |

=lim ————=lim

. _1
11—2%\/;_4 x—>16(4\/;)2_22 x—>16(§/;_2x4\/;+2) w164/ 12 4

1231 im > =l o

x—0 X
Reseni:

Yl+x -1




2
1232 fim=2x=x =(+x)

x—0 X

Reseni:

V1-2x—-x° —(l+x): |\/l—2x—x2 —(1+x)K\/1—2x—x2 +(l+x)) 1—2)6—)(2—(l+x)2

X x(\/l—2x—x2 +(l+x)) )
-2x-4

VI-2x-x’ +(1+x)

Odtud:
2
[ V1= 2x—x (1+x):im 2x—4 _

0 x 20 1-2x—x? +(1+x)
3 2
1233 limYor3¥—x —-2

x>0 x+x°

Reseni:
(%/8+3x—x2 —2;[(3\/8+3x—x2)z +238+3x —x? +4}
(x+x2{(3\/8+3x—x2)2+23\/8+3x—x2 +4}
3x—x° B 3—x
N 2
x(1+x)[(3\/8+3»c—x2)Z + 238+ 3x —x? +4} (1+x)[(%/8+3x—x2) + 238+ 3x —x? +4}

Odtud:

lim3\/8+3x—x2 _2—lim 3—x 3 1
X—> 2 _X*) 2 1 4
R 0(1+x)[(3\/8+3x—x2) +23\/8+3x—x2+4} 124

3 _3 _
1234 limN2THx =327 -x

x—0 x+23[x4

Reeni:
(3\/27+x—3\/27—xI(3\/27+x)2 +(3\/27+x-3\/27—x)+(3\/27—x)2}
(x+23\/x_4I(%/27+x)2 +[{27+x -3\/27—x)+(3\/27—x)2}
_ 27+x-27+x
x(1+23\/;1:(3\/27+x)2 {27+ x 27 —x)+(3\/27—x)2}
2

) (1+23\/;I(3\/27+x)2 +(3\/27+x -3\/27—x)+ (3\/27—x)2}

)c(\/1—2x—x2 +(l+x))



Odtud:

C V27+x-327-x 2
lim = lim

U H01+2\/_I\/27+x + {27 x 327 = )+ {27 x)] 27

Vl+x —+1—x
1.2.35 lim
"—>°3«/1+x—31 x

Reseni:

Jirx—I=x _ ([Wiex) -61==) |81+ x - 4/1- x[(\/ler) P a8i—x + (1= x)}

V+x-Y1-x (1+x) _( )2 _\/1+x {1- xl\/1+x+\/1 x|

(ﬁ)z +§/1+x\/1—x+(\/l—x)
Odtud:

\/l+x NI lim(§/1+x)2+‘{/1+x‘{/1—x+(§/1—x)2
H03«/1+x Vl—x 0 Y1+ x+{1-x

3
2

3
1236 limY¥+H2-Nx+20.

=7 {x+9-2

Reseni:

Odmocniny v €itateli upravime tak, aby byly stejné, ¢tvrtou odmocninu ve jmenovateli

nechame. Dostaneme tak:

§/(x+2) —§/(x +20)
x+9-2

Cely zlomek nyni rozsitime. Kvili ¢itateli vyrazem A(x), kviili jmenovateli vyrazem B(X).

400 = (427 ) (40w 2) ) (w208 )+ (42 ) (o207 ) +
o(4eer 2P ) (4207 )+ (42 Y 208 ) o207 )
B(x)= (ﬁf +2(4\/x+9)2 +44x+9+8

Potom dostavame:

Jor+2P ~§(c+200 _[r+2) —(r+20F [ _ [ +5x" ~28x-392]B(x) _

x+9-2 [x+9-16]4(x) (x—7)A(x)
(=) +12x+56)B(x) (x> +12x +56)B(x)
) (x=7)d() ) A(x)
Odtud:
o xr2=x20 (P +12x+56)8(x) _ (77 +12:7+56)8(7) _189-32 _ 112

=1 4y 419_9 x—7 A(x) A(7) 6-3°

27




1-.1-*
2
Reseni:
X X

31+£_41+f (31f1+3—1]+[1—411+4J 3I1+Z —1 1= 41_|_£
m%“ 3\ 4:H% = lim 3 +m%—J——i
Py - P I - 1=~
2 2 2 2

Jedna se o znamou metody pficteni a odecteni t¢hoz. Tento postup je opravnény, pokud obé
posledni limity existuji a jsou vlastni. Tyto ovSem musime pocitat standardnim zplisobem:

x X X X
1+= -1 @+—q@+JP-J 1+,1-2
3 3 2 2

_2,
x_ 2 T3 2
1- 1_5 1-1+2 3\/1+x +3\/1+x+1 3\/1+x +3f1+2 41
2 3 3 3 3
Odtud:
X
31+ = —
R
lim =— —=—
x~>01 X 3 3 9
2

L4h+f 1—u+f
L 4

1—41+— lim
lim—— —2 = lim 2 x
- f1-% 1- 1—5 - f1-%
2 V2 2
im
x—0
Postupné urcime:
X
1—4/1+= I-|1+—
+4 : ( 4)
lim————=1lim =
x—0 x—0 2 3
xl+d1+x+ 4\/1+x + 4,/1+E
4 4 4
1
4 o
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Odtud potom dostavame:

—ahe® L
4 16 _ 1

lim = =
x—0 X l 4
== g

Celkem tedy dostavame:

3‘/1+——4‘/1+
lim

x>0 \/1 "9 4 36
2

N+ o — 1l
1238 fim Ao =41+ fx

x—0 X

,mneN

Reseni:
Pouzijeme postup z ptedchoziho ptikladu.

W+ ax — 41+ fic :lim(«”z/ljtax—1)+(1—1"/1+ﬂx):1imM—1+liml—m

lim
x—0 X x—0 X x—0 X x—0 X
NapiSme:
\m/1+ax 1 \m/1+ax 1
=ali
x~>0 x~>0

Tuto 11m1tu pocitejme uzmm veéty o limité slozené funkce. Vnitini funkce bud’ g(x) =ax a

fl1+y —1
vn&jii funkee bud f(y) = Y—2
14y -1
limax=0 . lim3—2 "= 1 iz priklad 3)
x—0 y—0 y m
Pro slozenou funkci f(g(x)) = Mtox-1 tedy plati:
ox
\’”/l+ax 1 . #l+y-1 1
=lim—=—
x—)O y—0 y m
Odtud:
«'”/1 +oax -1 _a
y~>0 m

Druha 11m1ta je ovSem az na znaménko upln¢ stejna, dostavame tedy:
1-21+ px 114+ fr -1
lim—ﬂ = —lim—'Bx = _B

x—0 X x—0 X n

Celkem tedy dostavame:



ml _nl
lim\/ +ax —4f +h_a

(04
x—0 X m

B
n

N+ oo 21 Br —1
1230 fim Lt A1+ fi

x—0 X

,mneN

Reseni:

Lze psat X/1+ax -3/1+ fr = m\”/(l +ox)" +(1+ fx)" a poté postupovat obvyklym zpiisobem.
Ukazeme jesté jiny postup. Spociva opét ve vhodném pficteni a odecteni, pritom pii vypoctu
pouzijeme vysledkl z ptedchoziho ptikladu a spojitosti funkce %1+ ax v bod¢ 0:

Wrax gfic o1 [ivax i fpo-dirar)e @iver-1)

lim

x—0 X x—0 X

:lin(}(ﬁ/Hax-K/l+ﬂx—¥/1+ooc)+lir%(\m/l+ax )—llnol[ Tren 2/1+ﬂx IJ Lo
X—> x X x x> m

:1.£+g:£+£

n m m n

1.2.40 limh ,mneN .
1

x—l V; _
Reseni:
Lze opét postupovat obvyklym zpiisobem, zde vSak I1ze uspé€Sné pouzit znalosti z piikladu 10:
fx-1 . &x-1
\/— lim
1 X — 1 _ x—1 X — 1
x—>1 V_ 1 x—)l g/_ 1 - afx —1
x—1 -l x—1
Na vypocet téchto limit pouzijeme vétu o limité slozené funkce. Vnitini funkce bude

1+ y -1
y
lim(x—1)=0 , im3 =11 Vx
m

f(x)=x—-1 avngjsi funkce bude g(y) = , dostaneme tedy:

, takZe pro sloZzenou funkci f(g(x)) = platlz
x—>1 y—0 y x—1
x — wl+y—1
T E e S K Tl
=1 x — 1 y—0 y m

Dostavame tedy ihned vysledek:

\/_ 1
x%l&/_ 1

S




3 2
1.2.41 lim
x—)l(l_\/; 1—3\/;J

Reseni:

Vyjadrovat tuto limitu jako rozdil limit by bylo chybné, protoze limity zlomk v zavorce
neexistuji. Nezbyva nam tedy nez oba zlomky odecist. Dostaneme
3

I N N I TN
I=vx 1-4x  ([=Vxfi-¥x)  (1=x)i-¥x)

Nyni nas vS§ak nemusi napadnout zadny vhodny postup, proto v duchu cel¢ fady piedchozich
ptikladii nejprve oba zlomky upravime obvyklym zplisobem a teprve poté odecteme

32 _3(1+\/¥)_2[”3‘/;+(3‘/;ﬂ_1+3\/§—23\/¥—2(3\/§)2
I-x 1-3x 1-x -

1-x

Posledni zlomek lze piepsat ve tvaru

1-x
e o)
Na Zékladlé ;0);10'[0 vyjadfeni lze psat o

lim 3 = lim £3+—3\/_) £2——) ( ( ))
Hl(l—\/} 1—\/_J o -

x—1

1 l-x
.oAx -1 o Ax -1 3\/x2
=-3lim +2lim

+2lim LU
x—1 x_l

(S Yx -1
im £ 3-E+2-§+2hm{(\/;+1) }

x—1 x_l

x—1

x—1
5 Yx-1 5 11
=——+21 +1)-1 =——+2.2.—=—
6 i 1)t =1 6 372

1.2.42 lim (1 _*/;Xl _%)(1 _%) .

x—1

Reseni:
Je tieba si uvédomit, ze tuto limitu lze vyjadfit jako soucin limit:
N (S (e () N e B Lo e cA
(l—x)”’l l1-x 1-x
gl 1A

x—1

1—-x

ST Poih U R S S
x—>11x—>11xmx—>11—x 23 " n n
1243 lim|J(x+a)x+b)-x| , a,beR

Reseni:

Ttebaze zde funkce nema tvar zlomku, 1ze zlomek z ni ud¢€lat. Pak uz postupujeme
standardnim zptisobem:



e esun IR G0 C e S0 N[ a0 Ca) ] NCRR0 SRR B
m B 1 - (x+a)(x+b)+x -

3 (x+a)x+b)-x* 3 (a+b)x+ab

- «/ix+a)ix+b)+x - w/ix+aix+b)+x

Odtud:

a+b+%

hm«/ix+aix+bi—x]—hm a+bx+ab
X0 "—’wwlix+aiix+bi+x
1+ 1+

a+b

1.2.44 lim x(\/xz +2x —24x% +x +x) .

X+

Reseni:

[,.2 [,.2
limx(\/x2+2x—2\/x2+x+x): limx|( i +2x+x)—2 * +xI:

X—>+00 X—>+0 1

(\/x +2x+x)Z x +x
K (\/x +2x+x)+2 x> +x

= { i -(x2+2x+2x\/x2+2x +x2 —4x2—4x)}:
o x4 2x 4 x+240x% +x

—hm\/i \/7 - lim 11m2x\/x +2x — (x+1)):
XTH2X +x+240x" +x }1+ 142 }1+7

vx? +2x—(x+1)_lhmxx +2x—(x+1)> 1 .. —-X _

:glimx =— lim

4 xoe 1 2 x4 2x +(x+1) 27X 4+ 2x +x+1

IRV
2\ 2) 4
Povsimnéte si, Ze v tomto priklade se nase osvédCena metoda pouzila dokonce dvakrat. Lze

ale predvést jeste jeden zplsob vypoctu této limity, ktery rovnéz bude pouzivat dvakrat nasi
metodu, ale jeho technika je pfece jen trochu jina:




lim x(\/x2 +2x —24x% +x +x)= lim x|_(\/x2 +2x —/x2 +x)+ (x—mn:

X—>+00 X—>+0
X2 4+2x—x>—x xP—x?—x . X X
+ = lim x| — =
\/x2+2x+\/x2+x x+4x?+x Xt \/x2+2x+\/x2+x x+x?+x
. ) 1 1 . 2x+\/x2+x—\/x2+2x—\/x2+x
= lim x — = lim x
\/x2+2x+\/x2+x x+Ux? +x X (\/x2+2x+\/x2+x1x+\/x2+x)
. X ) X . 11 .. x*—x*-2x
= lim - lim -hm( —\/x2+2x):—-—-hm—:
x—>+oo\/x2+2x+\/x2+x Xt [x2+x X—+0 2 2 Xt oy ,X2+2X

I . -2x 1
=—-lim —————=

1
—(-D)=-——
4 v xt+2x 4 4

1.2.45 lim(i/x3 +x2+1 —3\/363 —x? +1) )

X+

= lim x

X—>+00

X—>+0

Resent:

Obvyklym zptisobem dostaneme:

lim (3\/x3 +x2+1 —3\/x3 —x? +1):

~ lim (x3 +x2 Jrl)—(x3 —x? +1) B
o (3\/x3 +x? +1)2 +3\/x3 +x*+1 -3\/x3 —x*+1 +(3\/x3 —x’ +1)z

2
= lim 2x -

x_)+°°(3\/x3 +x° —i—l)2 +3\/)c3 +x° -1-1-3\/x3 -x° +1+(3\/x3 -x° +1)Z

2
o 1) 11 11 R
(31++3J +3\/1++3-3\/1—+3+[3\/1—+3j
X X X X X X X X

I u tohoto ptikladu vsak Ize pouzit i jiny postup vypoctu, ktery je zalozen na vhodném pticteni
a odecCteni:

lim(3\/)c3 +x*+1 —3\/x3 -x’ +1)= lim (3\/x3 +x7+1-x)+(x—x’ —x? +1)J=

X—>+0 X—>+0

= lim(3\/)c3 +x2+1 —x)+ lim( —Ax? = x? +1)

X—>+0 X—>+00

Dale dostavame:

3 2 1.3
1im(%/x3+x2+1—x): lim X txAl-x -

o o (3\/x3 + x? Jrl)Z er3\/x3 +x>+1+x°
x*+1 1
= m 2 = —
X—>+0 1 1 1 1 3
I+ —+— | +3l+—+—F+1
X X X X
Podobné:

lim (x—S\/x3 —x’ +1):%

X—>+00

Celkem tedy dostavame:



lim(3\/)c3 T +1)=l+l:3

x>+ 3 3 3

1.2.46 lim (3\/x3 +3x2 —/x? —2x) .

X—>+0

Reseni:

Zde je mozno limitovanou funkci pfepsat ve tvaru ({/ (x3 +3x° )2 —~ ({/ (x2 - 2x)3 a pouzit
standardni metodu. Vypocet timto zplisobem je vSak pon¢kud zdlouhavy.

(4

PohodInéjsi je pouzit zpiisob, se kterym jsme se seznamili v predchozim ptiklade:

lim (3\/)63 +3x° —\/x2 —2x):}irgol(3\/x3 +3x7 —x)+(x—x° —Zx)J: lim(%/x3 +3x° —x)+

X—>+00 X—>+0

+ lim( —/x? —2x)

X—>+0

postupné uré¢ime ob¢ tyto limity:
3 2
. . X +3x"—x
lim (\/3 x +3x° —x)= lim =
o o (3\/x3 +3x7 )2 +xAx’ +3x% +x°

= lim 3 =1

X—>+0 2
[3‘/1+3J +x31/1+§+1
X X

) [ A~ . = 2—2x) . 2
hm(x— x2—2x)= th=hm—=l
X—>+00 X—>+00 X+ /xz —2X x—>+oo1+ l_g

V X

Celkem tedy dostavame:
tim ({x* +3x° —x? —2x)=1+1=1

X—>+0

3

1
1.2.47 lim x3[(x+l)§ —(x—l)q .

X—>+0

Reseni:
1 1 2 2
limx3[(x+1)§—(x—1)§}=limx3 2 (x+1) 2—(x—12) 4
ror T 1)+ (1) (e —=1)s + (x—1)s
4
= lim 4x’ = lim 4 =
S ) e Do) 4 o) T (xa ) (x-1) ;

(il

3
1248 lim x2(Vx+2 - 2Jx+1+x).

X—>+0



Reseni:
3

fim 2 (Vx+ 2 - 24+ 1 +4x )= lim Va2 )24 1)
Px+24200x 424 x +x—4(x+1) PVx 42 x x—(x+1)

= lim x? = lim x

roke Jx+2 +4x +24x+1 Yo «/x+2+\/_+2«/x+1_

\ X (x+2)x—(x+l)2
21 1 Nx+24/x D|=2-—-lim =
xl’rﬂ’\/x+2 +X + 24X+ xl’rﬂ’x[ o “l )] Tk \/x+2\/x+(x+l)

L tim _— L T — —l-[—lj L
N Jr+(x+1) 200 /1 2 1 20 2) _4
X

+—+1+—
X

Muzeme zde pouzit i metodu, kterou jsme jiz uzili v ptiklade 16.
3

lim xi(\/x+2—2 x+1+\/;)=xlilgox;[(«/x+2—\/E)+(\/_—\/E)]:

.2 1 1 2 xrx = x 42 —Ax+1
= lim x2 =l 2

X—>+0

1 1

x2 xz \/_
= lim \/_ \/xT = lim
ol x +2 +4/x+1 \/;+ x+1 ( ) oo x+2 +A4/x+1

im |2 L G 11
i x4 fx £ 1 o 2 2

1249 lim/(x+a)-.. (x+a,)—x| .
Reseni:
Zde je postup zcela jasny, problém je v tom, jak vypocet zapsat:

hm[\/(x+a )-.. (X"‘a,,)—x]: lim W(X+al).....(x+an)_xJ:

X—>+00 X—>+0 1

(x+a,)...-(x+a,)—x"

(@, +...+a,)x"" + polynom stupné{ n—1 B

= lim — = lim —
X—>+00 n—1—i . X—>400 n—l—i .
(@/(x+al)-...-(x+an)) - X Z(@/(era])-...-(eran)) X
i=0 i=0
polynom stupne{ n—1
(a, +..+a,)+ = 4 +.a,

= lim

o [i/(u‘;)-...-(ﬁ‘;")J :




e i e |

1.2.50 hi . ,neN .
X—>+0 X

Reseni:

. ( —x? =1 ) (x+\/x - Y ‘ ) !x+ xt - )
lim

{. x—\/x2—1] [ x+\/x2—1}
= lim ——| +| lim ————

X—>+00 x X—>+00 x

Tento postup jsme ¢asto nedoporucovali, vSe zalezi na tom, zda tyto dvé limity existuji:

x—+/x* -1 ) 1 . 1

lim = lim ———— = lim =0

X—>+00 X X—>+00 2 _ X—>+00
Y-l x2[1+‘/1—12]
X
. ox+xt -1 . 1
lim ——— = lim| 1+ 1——2
X—>+00 X X—>+00 X

Vse je tedy v potadku a dostavame:

. b= <1 + e 1) iy

n
X—>+0 X

12,51 lim (”1” ”Y (1” _xr neN.

x—0

2

2" =2"

Reseni:
Ziejme staéi pouzit rozklad typu 4" — B”,

MUTEES D S (et Ve |

x—>0 x—0 x

—2hm{2x (\/HHT“( 1+ x2 —x)}z_n

nebot’ posledm funkce je spojita v bodé 0.

. l—cosx
1.2.52 lim 5
x—0 X
Reseni:
" . . . .. 2Xx l-cosx
PouZijeme trigonometrickou formuli sin’ 5 = 5
2
2 . 2 . x
sin” — sin” — sin —
l-cosx 2 1 1 2
x’ x’ 2 X 2 x
4 2

Dostavame tedy:



2 2

.X .X
sin — sin —
. l—cosx .. |1 1.
lim 5 = lim| — =—-| lim
x—0 X x—0 2 X 2 x—0 X
2 2

, ves x c ey v oy . X vz
Nyni pouzijeme vétu o limité slozené funkce. Vnitini funkci vezmeme g(x) = — a vné&jsi

sin y

funkci vezmeme f(y) = . Plati: lim> =0 , lim Y

x>0 D 0y

X
Sin —

Tedy pro limitu slozené funkce f(g(x))= dostavame:

. X
sin — sin
lim—2 = lim -
x—0 X y—0 y

2
Méme tedy:

1

. X
sin —
1..
=—Ilim
x—0 x—0
X 2

. l—cosx
lim

=—.1? :l
X 2 2
2

12,53 limSmox

x—0 X

Reseni:

Musime si vytvofit ve jmenovateli 5x jako je v Citateli a poté s vyuZzitim véty o limité slozené
funkce dostaneme:

limsme :lim(S s1n5xj:5hmsm5x _sq—s

x—0 X x—0 Sx x=0 Sy

1.2.54 lim 2%

X—>+00 X

Reseni:

Funkce f(x)=— mavbodé +o limitu 0 a funkce g(x) = sin x je na kazdém okoli bodu
X

+ 00 omezena, lze tedy psat:
. sinx . 1.
lim —— = lim (—sm x] =0

x40y x>+l y




12.55 1im &~

x—0 X
Reseni:

Tam, kde se vyskytuji funkce 7g x a cotg x, byva obycejné vhodné vyjadrtit je pomoci funkci
sinxacosx:

sin x
. tgex . . (sinx 1 . sinx .. 1
lim g = lim£95X _ |im . = lim -lim =1-1=1
x—0 X x—0 X x—0 X COS X x—0 X x—0 COS X
1.2.56 lim(x cotg 3x) .
x—0
Reseni:
. . _cos3x . cos3x  limcos3x 1 11
lim(x cot g 3x) = lim x— =lim—; = , = , = =—
x>0 x>0 gin3x x>0 _Sin3x . . sin3x . sm3x 3.1 3
3 Iim3 3lim =
3x x—0 3x x>0 3y
. tgx—sinx
12,57 lim &2 0%
=0 sIn° x
Reseni:
sinx . 1
tg X —sinx oSy -1 1—cosx 1 1—cosx
lim=———— = ]im £98X =1im 98 —[im = —lim Jdim——— =
=0 SIn° x x>0 sin” x =0 smn- x =0cosxsm-x 0cosx 0 smn”x
. [l-=cosx x* . l-cosx .. x? 1 .. 1 1 1
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Ptedchozi postup je mozno trochu modifikovat, napt.:
i S0 5x —sin3x _ lim{ X sin5x—sin Sx} ~ lim > ~lim(sm 5x sin 3xj 1 (5 B 3) _»

x>0 sin x x=0| sin x X =0s§inx 0\ x X

Nebo Ize hned na pocatku pouzit trigonometrickou formuli:
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nebot” funkce 2 cos 4x je spojita v bod¢ 0.



