4.1 ReSeni zakladnich typa diferencialnich rovnic 1.Fadu

4.1.25 Reste diferencialni rovnici 1. ¥adu:
y'+2y=0

Reseni:

Dand rovnice ma feSeni y = e™", o ¢emz se miizeme presvédéit dosazenim zaya y' = —2e ™"
do diferencialni rovnice. Rovnici vyhovuje i fedeni ve tvaru y = Ce™", kde C je libovolné
¢islo, C € R,. Rovnice ma tedy nekone¢n¢ mnoho feSeni odpovidajicich rliznym redlnym

¢islum.
4.1.26 Reste diferencidlni rovnici 1. fadu:

¥ =iy =0 (1)

Reseni:

3
. . R X oy . « 1x: ,
Rovnice (1) ma obecné feseni ve tvaru = ) o ¢emz se muzeme presveédCit dosazenim za

3 2

obsazeno v obecném feSeni, jedna se o singularni feseni rovnice (1).

4.1.27 Reste diferencialni rovnici 1. ¥adu:
xy'=2y=0

Reseni: Obecné feseni dané rovnice je y = Cx’, coz piedstavuje soustavu integralnich kiivek
s jednim parametrem.

4.1.28 Téleso o hmotnosti m je zavéSeno na pruziné. Pii vychyleni z rovnovazné polohy ve
svislém sméru ptsobi na téleso sila F, imérna vychylce s a smétujiciho do rovnovazné
polohy. Soucasné na téleso pii pohybu plisobi odpor prostfedi itmérny rychlosti télesa.
Napiste pohybovou rovnici télesa.

Reseni:

. A . ds .
Na téleso pusobi sila F =—ks—k,v, kde k ,k, jsou konstanty iimérnosti a y=2 je

dt
rychlost télesa. Uzitim Newtonova zékona sily obdrzime
d’s ds
m—s-=—ks—k,—
t dt

a po uprave




coz je hledana pohybové rovnice. Je to diferencidlni rovnice druhého fadu.

4.1.29 Je dana jednoparametricka soustava parabol prochazejici poc¢atkem pomoci y = Cx”.
Urcete rovnice soustavy ortogonalnich trajektorii téchto parabol.

Reseni:
Ortogonalni trajektorie jsou kiivky, které protinaji plivodni soustavu kiivek pod pravym
Ghlem. Smérnice jejich te€en y’, vy ve spole€ném prisec¢iku musi spliiovat vztah

, . . 1 . , . o, 1
Stac¢i tedy nahradit v diferencidlni rovnici parabol xy'—2y =0 smérnici y’ smérnici ——,

1 . . .. . .
tedy x(— —,)—2 y=0 a obdrzime diferencidlni rovnici piislusnych trajektorii ve tvaru
2yy"'=0.

4.1.30 Nacrtnéte smérové pole diferencialni rovnice

y=x-yy

a urCete izokliny.

Reseni:

Funkce F(x,y) =X —\/; ma D(f) :y 2> 0. Izokliny jsou vétve parabol y = (x - C)z,x >C.
Grafické znazornéni smérového pole a izokliny (¢arkovang) je na obr. 1
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4.1.31 Najdéte obecné feseni diferencialni rovnice
X’y +y*=0.

Reseni:
Separaci proménnych obdrzime



—+—=0
x2 y2
a integraci dostaneme
1 1
————=C,
Xy

Coz se da upravit na tvar (x + y) =—Cxy apolozime-li —C =c dostaneme
X+y=cxy;

Integralni kiivky dané diferencialni rovnice jsou tedy hyperboly prochéazejici pocatkem
soustavy soufadné pro ¢ # 0, pfimka x+ y =0 pro ¢ =0.

4.1.32 Reste rovnici

11

y——y=—.
xT oy

Reseni:

1 . . o
Funkce p(x)=——,g(x)=1 jsou spojité pro x # 0. Zavedeme substituci z = y*,z' =2y’ do
X

puvodni rovnice a dostaneme

2 -2%=2 (1)
X

coz je linearni diferencialni rovnice 1. fadu s pravou stranou. ResSeni rovnice (1) bez pravé
strany je z=Cx’. Pro ziskani feSeni rovnice spravou stranou polozime C=a(x) a

predpokladané feseni z = a(x)x2 dosadime do (1). Odtud dostaneme diferencialni rovnici pro
a(x) ve tvaru
a'(x)x? =2.

. .. 2
Reseni posledni rovnice je a(x)=—=+C atedy z = Cx’ —2x a konetn¢ y* = Cx* —2x.
X

4.1.33 Ukazte, ze funkce

2 2
X -y

[ y)=

x*+y?
je homogenni funkci nultého stupné na mnoziné M = E, \ {0}.

Reseni:
Pro kazdy bod [x, y]e M je



2x% — t2y2
m,ty)=————5—
f( ly) 1252 _szz

Po Upravé dostaneme

2 2
floy)="5—2
X +y

4.1.34 Urcete vSechna fe$eni diferencialni rovnice

.y

= 0

Reseni:
Délime-li &itatele i jmenovatele pravé strany rovnice (1) vyrazem x°, dostaneme
diferencialni rovnici

Bl
o ANXY) (2)

v

X

Pomoci transformace y = zx, y’' = z'x + z pfevedeme rovnici (2) na rovnici

2
Zxtz=—2 3)
z—1
a po separaci proménnych dostaneme za predpokladu, ze z # 0, x # 0, rovnici
L 4)
z X

Integrujeme-li rovnici (4), dostaneme z — 1n|z| = 1n|x| +InC, kde C je kladné konstanta, neboli
Ine” —1n|z| = 1n|x| +InC. Je tedy e” = C|xz| . Posledni rovnici lze zapsat ve tvaru e” = Cxz,

kde C je libovolna nenulova konstanta. Dosadime-li z = y/x, dostaneme e = Cy. To zna-
mena, ze vSechny funkce u, uréené rovnici

e"'* =Cu, (5)

kde C je nenulova konstanta, jsou feSenim rovnice (1).
Rovnici (4) jsme ziskali z rovnice (3) za ptedpokladu, ze z # 0,x # 0. Dosazenim do rov-

nice (3) ovétime, ze rovnice (3) je splnéna i pro z =0, tedy rovnice(1) je splnéna pro y =0.
Funkce u(x)z 0 je vSak urCena implicitné rovnici (5), zvolime-li C=0. Viechna feseni u

rovnice (1) jsou tedy uréena rovnici e*’* = Ku, kde K je realna konstanta.



4.1.35 Urcete vSechna feSeni diferencialni rovnice
w' =y =4[ =»?) (1)

Reseni:
Za ptedpokladu, Ze x # 0, 1ze danou rovnici zapsat ve tvaru

y'=§+ {1—@) } )

Rovnice (2) je homogenni na oblastech D, = {[x,y] |— w<x<0—x<y< x} a

D, = {[x, y]O <X <400,—x <y < x}. Pomoci transformace y = zx pfevedeme rovnici (2) na
rovnici

Zx+z=z+4[l-2%) 3)
Po separaci proménnych dostaneme za predpokladu, ze x # 0, 1—z> # 0, rovnici

b v W

Po integraci rovnice (4) dostaneme arsin z = ln|Cx , kde C je nenulova konstanta. Dosadime-li

z=y/x, dostaneme arsin(y/ x):1n|Cx|. Vsechny funkce u :xsin(ln|Cx|) na intervalech
(O,+oo) a (— oo,O) piicemz C je nenulova konstanta, jsou tedy feSenimi rovnice (1). Rovnici

(4) jsme ziskali z rovnice (3) za predpokladu, ze x#0 a 1—z>. Dosazenim do rovnice (3)
ovétime, ze rovnice (3) je splnéna také pro z =1 a pro z = -1, tedy rovnice (1) je splnéna pro
y=x apro y=—x, x#0. To znamend, Ze funkce v(x)=x a w(x)=—x jsou také fesenimi
rovnice (1) na intervalech (—0,0) a (0,+o).

4.1.36 Urcete vSechna feSeni diferencialni rovnice
(x+2y)dx—xdy:0. (D)

Reseni:
Za predpokladu, ze x # 0, upravime rovnici (1) na tvar

y=1+22, )
X

Dosazenim x =0, dx =0 do rovnice (1) ovéfime, Ze rovnice(1) je splnéna, a tedy funkce
u(y) =0,y eR, je fesSenim rovnice (1).
Pomoci transformace y = zx ptfevedeme rovnici (2) na rovnici

Zx+z=1+2z 3)
Po separaci proménnych v rovnici (3) dostaneme za ptedpokladu, ze x # 0, z # —1, rovnici

dz dx
_dx @

1+z x




a tedy po integraci je 1n|1+z|:1n|Cx| neboli 1+z=Cx, kde C je nenulova konstanta.

Dosadime-li z = y/x, dostaneme y = Cx” —x. To znamen4, Ze funkce v(x) =Cx’> —x, kde C
je nenulova konstanta,jsou feSenimi rovnice(l) na intervalu (— oo,+oo). Rovnici (4) jsme
ziskali z rovnice(3) za ptredpokladu, ze x # 0, z # —1. Dosazenim do rovnice (3) ovétime, Ze
z =—1 spliiyje rovnici (3), tedy rovnice (2) je splnéna pro y =—x, x # 0, a rovnice (1) pro
y=—x, xeR. To znamend, Zze funkce w(x) =-—x je feSenim rovnice (1) na intervalu
(oo, +0). Funkce w je viak totoznd sfunkci v, zvolime-li C=0. Proto funkce
v(x) =Cx* —x, xeR (C je libovolna konstanta), u(y) =0, y eR, predstavuji vSechna feseni
dané rovnice.

4.1.37 Urcete vSechna feSeni diferencialni rovnice

., 3y—=Tx+7
3x-=T7y-3
Reseni:
Nejdiive feSime soustavu rovnic
Ix+3y+7=0,
3x-Ty—-3=0.
Determinant soustavy
-73
=40
3,7
se nerovna nule; soustava ma praveé jedno feseni:
1[-73 { 1-73
x = — = N = — =
" T a0p-7| 0 T q0p7
Pomoci transformace x =& +1,y =1 pfevedeme rovnici (1) na tvar
dn  3n-17 d 357
an _ 378 epoti 915 ()
dé  3&-Tn dg 5_47
3-7 :

Rovnice(2) je homogenni. Zvolime-li z=7/&, dostaneme

a po uprave

7z-3 dé

de‘F?:O (3)



za predpokladu z* —1# 0 a & # 0. Po integraci rovnice (3) dostaneme rovnici

(z=1) (z+1)°&7 = C, kde C je nenulové konstanta. Po dosazeni z = y/(x —1) a po tpravé
dostaneme

(y—x+1)2(y+x—1)5 =K,

kde K je nenulova konstanta.

Pii separaci proménnych jsme piedpokladali, ze z*> —1 neboli (y — x + I).(y+x-1) se
nerovna nule. Dosazenim y = x — I, resp. ¥ = -x + I do dané rovnice (1) ovétime, ze rovnice
(1) je splnéna. Tento ptipad vSak 1ze zahrnout do vztahu (4), budeme-li uvazovat, ze také
K = 0. Resenimi dané rovnice jsou tedy funkce u, uréené implicitné rovnici

(u—x+1)(u+x-1) =K, kde K je redlna konstanta.

4.1.38 Urcete integralni kiivku diferencialni rovnice
(y+2)dx = 2x+y—4)dy, (1)

prochézejici bodem P[0,-2]

Reseni:

Rovnice (1) mé konstantni feSeni u(x) =-2,x €R, a toto feSeni spliiuje pocatecni podminku
u(O) = —2. Hledana integralni ktivka je tedy pfimka s rovnici y =—2.Protoze jsou v bod¢ P
splnény podminky véty o existenci a jednoznacnosti feSeni, prochazi timto bodem prave jedna
integralni kiivka rovnice (1).

4.1.39 Urcete integralni kiivku diferencialni rovnice
(y+2)dx = (2x+y—4)dy, (1)

prochézejici bodem M [5,0]

Reseni:
Rovnici (1) pfevedeme na homogenni rovnici pomoci transformace x =&+ x,,y =1+ y,,

kde (x,,y,) je feSeni soustavy rovnic

y+2=0,
2x+y—-4=0,
tedy x, =3,y, =-2.
Dostaneme diferencialni rovnici

ndé = (2& +n)dn,

kterou upravime na tvar

£=5£ 1. 2
PR 2)



Zvolime-li &/n=z,je

dé dz
——=—7n+z
dn dn
Pak po dosazeni do rovnice (2) dostaneme
dz
—n=z+1.
dn
Separujeme-li proménné, je
dz d
_an 3)
z+1 g

za piedpokladu, Ze z+1#0 a 77 # 0. Po integraci rovnice (3) je ln|z + 1| = ln|77| +InC,kde C
je kladna konstanta, neboli z+1= K7, kde K je nenulova redlna konstanta. Dosadime-li
z=(x-3)/(y+2),7=y+2, dostaneme

y+x—1=K(y+22), y#-=2. 4)

Ze soustavy kiivek o rovnici (4) s parametrem K najdeme integralni kiivku prochazejici
bodem M. Musi platit 0+5—1=K(0+2)’, tedy K = 1. Hledana integralni kiivka je
parabolou srovnici x=y*>+3y+5. Protoze vbodé M jsou splnény podminky véty o
existenci a jednoznacnosti feSeni, je to jedina integralni kiivka rovnice (1), prochazejici timto
bodem.

4140 F (x, y) =x"+y” —xy je homogenni funkci stupné 2, nebot plati pro ¢ # 0
F(tx,ly) = (t)c)2 + (ty)2 —txty =t (x2 +y? - xy)= tzF(x,y).

4.1.41 Reste diferencialni rovnici

y+ ()c2 - xy)y' =0

Reseni:

Rovnice je homogenni, nebot’ P(x, y) =y’ a G(x, y) = x” —xy jsou homogenni funkce. Lze
tedy zavést substituci y = xu

(xu ) + (x2 - xquu +xu')=0
a odtud
u+(1—upu'=0. (1)
Separaci proménnych obdrZime rovnici

u-—1

X u

du =0. )



Integraci (1) vychazi

ln|x| + ln|u| —u=Inc, ¢>0

(kde jsme polozili na pravé stran¢ C =1Inc). Tedy
¥y
y=ce"*.

Rovnici (1) vyhovuje také feSeni u = 0, pro které y = 0.




