4.2 Reseni diferencialnich rovnic 2. radu s konstantnimi koeficienty

4.2.18 Urcete vSechna feSeni nehomogenni Eulerovy rovnice
Xy +xy+y = x
na intervalu (—,0).

Reseni:

Fundamentalni systém fefeni rovnice x’) +xy+y =0 na intervalu (-o0,0)byl sestrojen
v predeslé kapitole. Je reprezentovan funkcemi u, (x) = cos[In(—x)], u, (x) = sin[In(- x)].
Partikularni feSeni dané rovnice hledame ve tvaru v(x) = v, (x)u, (x) + v, (x)u,(x) , kde

0= [ g, 19 [ 2
cos[ln(—x)] sin[ln(—x)] 1
W(x) = sm[ln( )], —lCOS[ln(_x)] T
X X
0, sin[ln(-x)]
Wi(x) = X, _lcos[ln( -x)| xsm[ln( x)]
X
cos[ln(—x)] , 0
W, (x) = = xcos[ln(—x)]

sm[ln( )],
x

Obecnym fesenim ptivodni rovnice na intervalu (—0,0) je funkce

u(x) = C, cosfln(=x)]+ C, sinfin(=x)]+ cosfin(~x)][ x sin[in(~x)kix )~ (sinfin(—0)][ x* cos{in(~x) kix)

4.2.19 Urcete vSechna feSeni diferencialni rovnice
yr r r_3yr r+3yr_y — ex
na intervalu (—,0).

Reseni:
Fundamentalni systém feSeni rovnice y"" -3y +3y"—y =0 na intervalu (—o0,+0) byl sestrojen
v predeslé kapitole v pfikladu 5. Je reprezentovan funkcemi
u (x)=e", u,(x)=xe*, uy(x)=x’e
Obecné feseni u zadané rovnice ma tvar u(x) = (C1 +Cyx+Cyx’ )ex +v(x), kde v(x) je
partikularni feSeni zadané rovnice, které ur¢ime metodou variace konstant.
Reseni v hleddme ve tvaru v = vyu, +v,u, +vyu, , kde
W, (x W, (x W, (x
v, (%) =.[ i )dx , V(%) :j—z( )dx , V3(x) =j—3( )dx
W(x W(x) W(x)

2

2
5 X X

s X, X

X

e, xe' x’e* 1 1
Wx)=le*, (x+De*, (x*+2x)e" [=e™0, 1, 2x |=e™|0, 1, 2x=2e"
0 0

e’, (x+2)", (x°+4x+2)e" 2, 4x+2 , 0, «x



2
0, xe" x“e’

W, (x)=|0, (x+De*, (x>+2x)" |=e* o ;C =x’e
e*, (x+2)e", (x*+4x+2)e" oo
e*, 0, x’e* | )
W,(x)=le*, 0, (x’+2x)e" |=—e|" Y= e
x x 2 X 0 s 2x
e, e, (x +4x+2e
e, xe" , 0
X X 3x 1 ’ X 3x
W,(x)=le*, (x+De*, O|=e 0 lze
e, (x+2)e", e ’

3
Po integraci dostaneme: v,(x) = % , V(x)= —% , Vi(x) = %x (zvolili jsme integracni

3 3 3 3
konstanty rovny nule) a tedy v(x) = %e* - x?e" + x?e" = %e” .

3
R , . X
Obecnym fesenim pavodni rovnice je funkce u(x) =(C, + C,x+ C,x* " +—e*, xeR.
y p J 1 2 3

4.2.20 Reste Cauchyovu ulohu pro rovnici

oy
Y GGy

: 1 1 1
pfi pocatecnich podminkach y(g ﬁj =1, y(g ﬂj = gﬂ' .

Reseni:
Fundamentdlni systém feSeni homogenni rovnice ) +9y =0je reprezentovan funkcemi
u,(x) =cos(3x), u,(x)=sin(3x) na intervalu (—oo,+o0). Pravd strana zadané rovnice je

. . : 1 .
definovand a spojita na intervalech, které neobsahuji body x = gkﬂ' , kde k je celé ¢islo. Pro
1 o . :
pocatecni hodnotu x, =g7r tedy existuje praveé jedno feSeni w Cauchyovy ulohy a lze je
. . 1 .
prodlouzit na interval (0, 3 ). Reseni w hledame ve tvaru

w(x) = C, cos(3x) + C, sin(3x) + v(x), x € (0,%7[) .

Konstanty C; , C, ur¢ime z danych pocatecnich podminek a funkci v uréime ve tvaru:
v(x) =v,(x)cos(3x) +v,(x)sin(3x), kde

G (&)
v (x) = .[ W) dx , v,(x) —.[ W) dx

cos(3x), sin(3x) |

W(x)= —3sin(3x), 3cos(3x) -



0, sin(3x)

M=l 300532 = !
sin(3x)
cos(3x), 0
Wo(0) =|_3gin3y), —_|=cotg(x)
sin(3x)

Po integraci dostaneme: v,(x) = —%J-dx = —%x , Vy(x) = % j cot g(3x)dx = éln|sin(3x)|
(zvolili jsme integracni konstanty rovny nule) a tedy

v(x) = —%xcos(fix) + é [sin(3x)]In[sin(3x)], x e (0,%@ .

Reseni dané ulohy ma pak tvar w(x) = (C = gj cos(3x) + {C , + éln[sin(Sx)]} sin(3x) .

Konstanty C; , C, ur¢ime z pocate¢nich podminek:

e

w(%j - —3(c1 - gj sin(3x) + 3{@ + éln[sin(3x)]} cos(3x)

T

=3¢, +2 =
6

T
xX=

(=)}

Jetedy C; =0, C; = I . ReSenim Cauchyovy tlohy je funkce
w(x) = —gcos(3x) + {1 + éln[sin(?)x)]} sin(3x), x e (0%71) )

4.2.21 Reste Cauchyovu ulohu pro rovnici
(x* +1)y " —2xy+2y = (x* +1)
pii pocatecnich podminkach y(O) =0, y'(O) =1.

ReSeni:
Fundamentalni systém feSeni homogenni rovnice (x° +1)y —2xy'+2y =0 je reprezentovan
funkcemi u,(x)=x, u,(x)=x> -1 na intervalu (—oo,+0)(viz piiklad 14). Prava strana
zadané rovnice je definovand a spojitd na intervalu(—oo,+00). Existuje tedy pravé jedno
feSeni w Cauchyovy ulohy a 1ze je prodlouzit na interval (—oo,+0).
Zadanou rovnici upravime, aby koeficient u y"’ byl roven jedné:

2x ., 2y
x> +1 4 x> +1
w(x)=Cx+C,(x* =) +v(x), xeR.
Konstanty C; , C, ur¢ime z danych pocatecnich podminek a funkci v uréime ve tvaru:

v(x) = xv, (x) + (x> =1)v,(x), kde

=x? +1 ReSeni w hleddme metodou variace konstant ve tvaru

V=

W, (x) w,(x)
v, (x) = '[ W) dx, v,(x) =dex
x, x°-—

2

W(x)= =x"+1

, 2x



0 2
Ww=|, =0+
x“+1, 2x
Wy(x) =]’ (x? +1)
X)= =X(X
: 1, x>+1

3 2
Po integraci dostaneme: v, (x) = I(l —x*)dx =x— x? , Vy(x)= I xdx = % (zvolili jsme

4 4 2 4 2
X X X

integra¢ni konstanty rovny nule) a tedy v(x =x2——+———:—+x— .
g y y nule) y v(x) 33 2 ¢ 2

Konstanty C; , C, ur¢ime z poc¢ate¢nich podminek:

w(0)= C,x +C, (x° —1)+%x4 +%x2

=-C, =0

x=0

:Clzl

w(0)=C, +2C2x+§x3 + X
x=0

Resenim Cauchyovy tlohy je funkce w(x) = éx“ + %xz +x.

4.2.22 Urcete tvar partikularniho feSeni rovnice
Y2y 3y"= f (%),

jestlize
a.) f(x)=xe™™
b.) f(x)=1

c) f(x)=(x"+1e™

Reseni:
Charakteristick4 rovnice A* +24° —34% = 0 homogenni diferencialni rovnice
y" +2y7-3y"=0 makoteny 4, =4, =0, A, =1, 4, =-3.

a.) P.(x)=x,k=1,b=-1.ProtoZe ¢islo b = -1 neni kofenem pifedeslé rovnice, ma

partikularni feSeni ptivodni rovnice tvar: v(x) = (4, + 4,x)e”"

b.) P (x)=1,k=0,b=0.Protoze ¢islo b = 0 je dvojnasobnym kofenem predeslé rovnice

(r = 2), ma partikularni feSeni pivodni rovnice tvar: v(x) = 4,x’

c.) P.(x)=x"+1,k=2,b=-3. Protoze &islo b = -3 je jednoduchym kotenem piedeslé

rovnice (r = 1), ma partikulérni feSeni ptivodni rovnice tvar: v(x) = (4, + 4,x + 4,x>)xe™"




4.2.23 Urcete tvar partikularniho feSeni rovnice
yory= ),

jestlize

a) f(x)=(x-1)’

b.) f(x)=xsinx

c.) f(x)=2cos(3x)

d.) f(x)=x"e"sinx

Reseni:
Charakteristick4 rovnice A4’ + A = 0 homogenni diferencialni rovnice y""+y’= 0 ma kofeny
A=0, A, =i, A, =—i.

a) P(x)=(x—-1)?=x>-2x+1,k=2,b=0.Protoze ¢islo b = 0 je jednoduchym kotenem
piedeslé rovnice (r = 1), ma partikularni feSeni pavodni rovnice tvar:
v(x) = (4, + 4,x + A,x)x

b.) funkce fje imaginarni ¢asti funkce g(x) = xe™ = x(cosx +isinx), je tedy
P (x)=x,k=1,b=i.Protoze ¢islo b =i je jednoduchym kofenem piedeslé rovnice (r = 1),

ma partikuldrni feSeni ptivodni rovnice tvar: v(x) = Im[(A0 + Alx)xei"]

c.) funkce fje redlnou ¢asti funkce g(x) =2’ = 2[c0s(3x) +1 sin(3x)] , je tedy
P (x)=2,k=0,b=3i.ProtozZe ¢islo b = 3i neni kofenem piedeslé rovnice, ma partikularni

feSeni ptivodni rovnice tvar: v(x) = Re(A0e3i")

d.) funkce fje imaginarni ¢asti funkce g(x)=x"e""™" = x’e*(cosx +isinx), je tedy
P (x)= x’ ,k=3,b=1+i.Protoze &islo b =1+ i neni kofenem piedeslé rovnice, ma

partikularni feseni ptivodni rovnice tvar: v(x) = Im[(A0 + Ax+ A, x7 + A,x° )e(”")"]

4.2.24 Urcete obecné feSeni diferencidlni rovnice
y'-9y =5e**.

Reseni:

Charakteristicka rovnice 2> —9=0 ma koteny A; =3 , A, = -3. Fundamentélni systém feseni
homogenni diferencialni rovnice "9y =0 je reprezentovan funkcemi

u,(x)=e", u,(x)=e"" naintervalu (—o0,+00).

Protoze P,(x)=5,k=0,b=2, pfiCemz Cislo b = 2 neni kofenem zadané rovnice, ma
partikulérni feSeni rovnice tvar v(x) = 4,e’* , x € R. Dosazenim v(x) zay av''(x) zay’ do
zadané rovnice dostaneme podminku pro konstantu A, , aby funkce v byla feSenim zadané
rovnice: 44,e>* —94,e” =5¢** ,xeR.

Musi tedy platit =54, =5atedy 4y = -1.

2x

Obecnym fesenim zadané rovnice je funkce u(x) = C,e™* + C,e™ —e™*, xeR




8. Urcete obecné feSeni diferencialni rovnice
V' -9y =sin(2x) .

Fundamentélni systém feSeni rovnice ) -9y =0 je reprezentovan funkcemi byl urcen
v predeslé uloze, koteny charakteristické rovnice jsou A; = 3 , A, = -3. Prava strana zadané
rovnice je imaginarni ¢asti funkce g(x) = e = cos(2x) +isin(2x).

Jetedy P, (x)=1,k=0,b=2i,pficemz ¢islo b = 2i neni kofenem charakteristické rovnice.
Partikularni fesSeni rovnice ma tvar v(x) = Im(AOeZi" )

Nejdiive tedy uréime partikularni feseni z rovnice -9y = .

v

Dosadime-li z = 4,e”

konstantu 4g: —44,e> —94,e’" =e™".

I4

zayaz '=—4e’™ zay’ do této rovnice, dostaneme podminku pro

Musi tedy platit =134, =1latedy 4, = —%.

Partikulérni feSeni v zadané rovnice ma pak tvar

v(x) = Im(— %emj = Im{— %[cos(2x) +i sin(2x)]} = —%sin(Zx)

.. 1 .
Obecnym fesenim zadané rovnice je funkce u(x) = C,e™ +C e —Bsm(Zx) , XER

4.2.25 Urcete obecné feSeni diferencialni rovnice
y 4y =3x"e".

Reseni:

Charakteristickd rovnice A* —4 =0 mé kofeny A, =2, A, =—2. Fundamentélni systém
feSeni homogenni diferencidlni rovnice y"—4y =0 je reprezentovan funkcemi

u,(x)=e> , u,(x)=e naintervalu (—oo,+o0).

Protoze P, (x) = 3x*,k=3,b=1, pficemz Cislo b = I neni kofenem charakteristické rovnice,
ma partikularni feSeni rovnice tvar v(x) = (A4, + 4,x + 4,x> + 4,x7)e”.

Dale je

VI(xX)= (4, +24,x +34,x° + Ay + Ax + 4,x° + 4,x7)e”

V) = [Ay + 24, + 24, + (A, + 44, +64,)x + (A, +64,)x” + Ayx’

Po dosazeni do zadané rovnice a po porovnani koeficientli u clenil

x’e*, j=0,1,2 3 naobou stranich rovnice dostaneme soustavu rovnic pro konstanty Ay,
A, Ay Az

e’ |=34,+24, +24, =0
xe* —34,+44,+64,=0
x’e” -34,+64,=0
x'e” —34; =3

s o e 40 14
Resenim této soustavy rovnic je Ctvefice Cisel 4, = R A4, = 3 A, =-2,4,=-1



Obecnym fesenim zadané rovnice je funkce

u(x)=C,e™ +Cye™ —(?+%x+2x2 +x3}x , XER

4.2.26 Urcete obecné feSeni diferencidlni rovnice
V' 42y +2y =3e " cosx.
Reseni:

Charakteristick4 rovnice A* +24+2 =0 ma koteny A, =—1+i, A, =—1-i. Fundamentalni
systém feSeni homogenni diferencidlni rovnice y +2y+2y =0 je reprezentovan funkcemi
u,(x)=e"cosx, u,(x)=e "sinx naintervalu (—oo,+0).

(—1+i)x

Prava strana zadané rovnice je realnou casti funkce g(x) =3e =3e " (cosx+isinx).

Nejdiive tedy uréime partikularni feseni z rovnice: y" +2y'+2y = 3™ |

Protoze P, (x)=3,k=0,b=—-1+1i, pfiCemz ¢islo b = -1+i je jednoduchym kofenem
charakteristické rovnice (r = 1), ma partikularni fe$eni rovnice tvar z(x) = 4,xe'”"*"" .

Dale je

2/ (%) = [(=1+i)x +1]d e~

2(0) =[(-14 i) x + 2(=1+ )4 e

Po dosazeni do predeslé rovnice a po upravé dostaneme rovnici : 2id e =3¢ a je

tedy 4, = 3 23 4 funkee 2(x) = _3 e je partikularnim feSenim piedeslé rovnice
2 2 2

na intervalu (—o0,+00).
Partikularnim feSenim zadané rovnice je pak funkce

3 » 3 . 3 .
v(x) = Re[— Eixe(_”’)x } = Re{— Exe_’” (—sin x +icos x)} = Exe"” sin x
Obecnym fesenim zadané rovnice je funkce

. 3 .
u(x)=e™ (C1 cosx + C, sin x)+5xe_x sinx, xeR

4.2.27 Reste Cauchyovu tilohu pro rovnici
y+l6y =1

: 1 1
pii pocate¢nich podminkach y(0) = 3’ y'(0) = 7
Reseni:
Nejdifve uréime obecné feseni této rovnice. Charakteristickd rovnice A* +16 =0 ma kofeny
A, =4i, A, =—4i. Fundamentdlni systém feSeni homogenni diferencidlni rovnice
Y +16y =0 je reprezentovan funkcemi u,(x)=cos(4x), u,(x)=sin(4x) na intervalu
(—00,+0) .
Protoze P, (x)=1,k=0,b=0, pficemz ¢islo b =0 neni kofenem charakteristické

rovnice,ma partikuldrni feSeni rovnice tvar v(x) = 4, .



, I3 . .o ’ v 1 ’, o w 4 r
Po dosazeni do zadané rovnice snadno zjistime, ze 4, = T Obecnym feSenim zadané

rovnice je funkce u(x) = C, cos(4x) + C, sin(4x) + % . Konstanty C; , C, ur¢ime pomoci

danych pocate¢nich podminek:

1 1
u)=C, +—=—
0)=C¢, 163
u’(0) = —4C, sin(4x) +4C, cos(4x)|x=0 =4C, = %
Jetedy C, = % ,C, = % . Resenim dané Cauchyovy ulohy je funkce

z(x) = %[cos(4x) +sin(4x) + l] , XER

4.2.28 Urcete feSeni Cauchyovy tlohy pro rovnici
V' '+y =cos(2x)

pfi pocate¢nich podminkach y(0) = % , V' (0)=0.

Reseni:

Nejdiive uréime obecné feseni této rovnice. Charakteristicka rovnice A° +1=0 ma kofeny
A, =i, A, =—i. Fundamentalni systém feSeni homogenni diferencialni rovnice y"+y =0 je
reprezentovan funkcemi u,(x) = cosx, u,(x)=sinx na intervalu (—oo,+c0).

Prav4 strana zadané rovnice je redlnou ¢asti funkce g(x) = e’ = cos(2x) +isin(2x).

Nejdiive uréime partikularni fedeni z(x) rovnice y +y =e** .

Protoze P,(x)=1,k=0,b =2i, pfiCemz ¢islo b =2i neni kofenem charakteristické
rovnice,ma partikularni fedeni rovnice tvar z(x) = 4, .

Déle je z'(x) = 2id,e”" , z7'(x) =—44,e™".

Po dosazeni do vySe uvedené rovnice dostaneme podminku pro konstantu 4, :

—44 ™ + A4e* =™, tedy A, = —% aplati: z(x) = —%ez”.

. , v v , y . r 1 xi 1
Partikularni feSeni zadané rovnice ma tvar v(x) = Re(— gez j = —gcos(2x) .

e . o . 1
Obecnym feSenim zadané rovnice je funkce u(x)=C, cosx +C, sinx — gcos(Zx) , XER.

Konstanty C; , C; uréime pomoci danych pocate¢nich podminek:
1 2
u0)=C,——==
0)=¢, 33

u'(0)=-C,sinx+C, cosx +§sin(2x) =C,=0

x=0

y ) 1
Resenim dané Cauchyovy tlohy je funkce w(x) = cosx — 5c0s(2x) , X€R




4.2.29 Urcete obecné feSeni diferencidlni rovnice
V' +y =cos(2x).

Reseni:

Fundamentdlni systém feSeni homogenni rovnice y +y =0 jsme urc€ili v predeslém piiklad¢;
charakteristickd rovnice A* +1=0 ma kofeny A4, =i, A, =—i.

Prava strana zadané rovnice ma tvar f(x) =e” [M ,(x)cosbx+ N, (x)sin bx] ,
kdea=0,b=2,M,(x) =1,Nyx)=0,p=0,q=0.

Protoze Cislo 2i neni kotfenem charakteristické rovnice, ma partikularni feSeni zadané rovnice
tvar: v(x) = Acos(2x)+ Bsin(2x).

Dale je

V(x) =-2A4sin(2x) + 2B cos(2x)

V' (x) =—4A4cos(2x) —4Bsin(2x)

Po dosazeni do zadané rovnice dostaneme — 34 cos(2x)—3Bsin(2x) = cos(2x),

musi tedy byt —34 =1 a —3B = 0.

1 . e, . . e .
Funkce v(x) = —Ecos(2x) je tedy partikularnim feSenim zadané rovnice a obecnym feSenim je

funkce u(x) = C, cosx +C,sinx —%cos(Zx) , XER.

4.2.30 Urcete tvar vynucenych kmitl mechanického systému, ktery je popsan linearni
diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty

¥+w’x = F,cos(Q),

kde o > 0 je frekvence vlastnich kmitl systému, Fy je amplituda budici harmonické sily a Q je
jeji frekvence.

Reseni:

Charakteristickd rovnice A* + @’ =0 ma koteny 4, =wi , 4, =-@i.

Vynucené kmity jsou popsany partikularnim feSenim zadané rovnice, které ma tvar

v(t) = Acos(Qt) — Q> Bsin(Qt) jestlize @ # Q.

Po dosazeni v a v = —Q* 4 cos(Qt) — Q° Bsin(Q¢) do zadané rovnice za x a¥ dostaneme
rovnici: A(@w” —Q*)cos(Qt) + B(w® — Q?)sin(Qt) = F, cos(Q¢) , musi tedy platit:

F,
A=—"— , B=0.

w’—Q

Jestlize frekvence o vlastnich kmitl se nerovna frekvenci Q, budici harmonické sily, jsou

F,
vynucené kmity dané¢ho systému popsany funkei v(¢) = 2—092005(90 , teR.
a) pa—

Jsou-li frekvence vlastnich kmitl a budici sily stejné (systém je v rezonanci), ma partikularni
feSeni zadané rovnice tvar u(¢) = [A cos(wt)+ B sin(a)t)]t, nebot’ ¢islo wi je jednoduchym
kotenem charakteristické rovnice.
Déle je

u(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) + [a)B cos(at) — wA sin(a)t)]t

ii(t) = 2 Awsin(wt) + 2Bw cos(wt) — [sz sin(wt) + w* A4 cos(a)t)]f



Po dosazeni do zadané rovnice dostaneme: —2Awsin(wt) + 2B cos(wt) = F, cos(wt) .

F
Musi tedy byt 4=0, B=—2
20

Je-li mechanicky systém, ktery je popsan zadanou rovnici, v rezonanci ,jsou vynucené kmity

F,
popséany funkci u(t) = 2—°tsin(a)t) ,teR.
®

Vsimnéte si, ze v ptipade, ze w # Q, jsou vynucené kmity periodické; v ptipade, ze w =Q2,
jsou neperiodické a amplituda neomezené roste s rostoucimi hodnotami proménné ¢ .

4.2.31 Netlumeny pohyb hmotného bodu je popsan diferencidlni rovnici
X+ 4x =sint + sin(3¢)
a pocatecnimi podminkami x(0) =0 , x(0)=0. Urcete tvar vyslednych kmitt.

ReSeni:

Je tfeba najit feSeni Cauchyovy tlohy pro danou rovnici. Nejdfive ur¢ime obecné feSeni této
rovnice, které je superpozici obecného fesSeni homogenni rovnice X + 4x =0 (vlastnich kmita
systému) a partikularnich feSeni v; ,v; rovnic ¥ +4x =sint , X+ 4x = 2sin(3¢) (vynucenych
kmitt).

Charakteristickd rovnice 4> +4 = 0ma koteny A, =2i, A, =—2i.Fundamentélni systém
feSeni homogenni diferencialni rovnice X +4x =0 je reprezentovan funkcemi

u,(t) =cos(2¢t), u,(t)=sin(2t) na intervalu (—oo,+00).

Nyni ur¢ime partikularni feSeni v; rovnice X +4x =sint.

Reseni hleddme ve tvaru v, (f) = Asint + Bcost, dale je

v,(t) = Acost — Bsint, V(t) =—Asint — Bcost. Po dosazeni do vySe uvedené rovnice

dostaneme rovnici: 34sin¢ +3Bcost =sint, tedy plati: 4 = % B=0 a v(t)= %sint

Podobné ur¢ime feseni v, (¢) = —%sin(3t) rovnice X +4x = 2sin(3¢).
Obecnym feSenim zadané rovnice je funkce
u(t) = C, cos(2t) + C, sin(2t) + %sin t— %sin(%) ,tER .

Konstanty C;, C; uréime z danych poc¢ate¢nich podminek:
u(0)=C, =0
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1(0)=2C, +———=0
0)=2C, +3-7

Jetedy C, =0,C, = % a vysledné kmity jsou urceny funkci
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w(t) = —sin(2t) + —sint ——sin(3t) , ¢ € (0,4
(1) 30 (20) 3 s (31 (0,400)




4.2.32 Urcete obecné feseni diferencidlni rovnice
¥ '=5y"=3x" +cos(5x) .

Reseni:

Obecnym fesenim zadané rovnice je funkce u(x) = Cyu, (x) + C,u,(x) +v,(x) +v,(x), kde
funkce u; , u, tvoti fundamentalni systém feSeni homogenni rovnice y '—5y'= 0, funkce v; je
partikuldrnim fe$enim rovnice y"—5y’=3x” a funkce v; je partikularnim feSenim rovnice

V' '=5y’=cos(5x) .

Charakteristickd rovnice A* —54 =0 ma koteny 4, =0 , 1, =5.

Funkce u,(x) =1 u,(x) = e’ tvoii fundamentalni systém feeni rovnice y"'—~5y"=0 na
intervalu (—o0,400).

Uvazujme nyni rovnici y"'—5y’=3x7.

Partikularni feSeni v; této rovnice ma tvar v, (x) = x(AO + A, x+ Azxz)

Dale je

v, (x) = Ay +2A4,x +34,x

v, '(x) =24, +6A4,x

Po dosazeni do vyse uvedené rovnice dostaneme —154,x> + (64, —104,)x +2A4, —54, = 3x’

Porovnanim koeficient( u stejnych mocnin na obou stranach rovnice dostaneme soustavu
rovnic pro konstanty Ao, A1, Ay :

X' 154, =3

x! 64, -104, =0

%° 24,-54,=0
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Resenim této soustavy rovnic je trojice ¢isel 4)=———, 4, =——, 4, =—— .
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- i)c2 - ix je hledanym partikularnim feSenim.
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Déle urcime partikularni feSeni rovnice " —5y'= cos(5x)

Funkce v, (x) = —%x

Reseni v, hleddme ve tvaru v, (x) = 4 cos(5x) + Bsin(5x).

Dale je

v, (x) = =54sin(5x) + 5B cos(5x)

v, "(x) = =254 cos(5x) — 25Bsin(5x)

Po dosazeni do vySe uvedené rovnice dostaneme

—25(A + B)cos(5x) +25(A4 — B)sin(5x) = cos(5x) . Musi tedy platit:

A+B= L
25
A-B=0
Resenim této soustavy rovnic je dvojice &isel 4 = —% , B= —%

Funkce v, (x) = —% [cos(Sx) + sin(Sx)] je hledanym partikuldrnim feSenim.
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Funkce v(x) =v,(x)+v,(x)=——| x’ + =x* + —x |——|cos(5x) +sin(5x)| , x€R je
(¥) = v, () + v, (%) 5( : Zsjso[m (5x)] j
hledanym partikularnim feSenim zadané rovnice.

Obecnym fesenim zadané rovnice je funkce urcend rovnici
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u(x)=C, +C,e™* —= x3+—x2+—x]—— cos(5x) +sin(5x)| ,x e R,
(x)=C, +C, 5(525 5 leos(5x) +sin(sx)]

kde C, , C; jsou konstanty.



