4.2 Reseni diferencialnich rovnic 2. radu s konstantnimi koeficienty

4.2.1 Urcéete vSechna feSeni diferencialni rovnice
y'=5y+6y =0

Reseni:

Charakteristickd rovnice A* —54 +6 =0 méa dva riizné realné kofeny 4, =2; 4, =3.
Funkce u,(x) =e™ ; u,(x)=e’" tvoii fundamentalni systém feseni dané rovnice na
intervalu (—o0,+00) a viechna fedeni dané rovnice jsou uréena rovnici:

u(x)=C,e*™ +C,e’™ ; xeR; kde C; a C; jsou konstanty.

4.2.2 Urcéete vSechna feSeni diferencialni rovnice
V' =4y +13y =0

Reseni:

Charakteristickd rovnice 4° —41 +13 = 0 ma komplexné& sdruzené kofeny

A =243i;4,=2-3i.

Funkce u,(x) = e** cos(3x) ; u,(x)= e’ sin(3x) tvoii fundamentélni systém feseni dané
rovnice na intervalu (—oo,+o0) a viechna fefeni dané rovnice jsou uréena rovnici:

u(x)=e> [C1 cos(3x)+C, sin(3x)] ; x € R; kde C; a C; jsou konstanty.

4.2.3 Urdete vSechna feSeni diferencialni rovnice
y'+6y+9y =0

Reseni:

Charakteristickd rovnice A° + 64 +9 = 0 ma dvojnasobny koten 4 =-3.

Funkce u,(x)=e™ ; u,(x)=xe™" tvoii fundamentalni systém feseni dané rovnice
na intervalu (—oo,+o0) a viechna feSeni dané rovnice jsou uréena rovnici:

u(x)=(C, +C,x)e™ ; xeR; kde C; a C; jsou konstanty.

4.2.4 Uréete vSechna feSeni diferencialni rovnice
y" 16y =0

Reseni:

Charakteristickd rovnice A* —16 =0 mé kofeny 4, =2; A, =-2; A, =2i; A, =-2i.
Fundamentalni systém feSeni dané rovnice je na intervalu (— oo,+oo) reprezentovan funkcemi:
u (x)=e>; u,(x)=e™> ; uy(x)=cos(2x) ; u,(x)=sin(2x)

Vsechna feSeni dané rovnice jsou urena rovnici:

u(x) = C,e™ +C,e™ +C, cos(2x) + C, sin(2x) ; x € R; kde C;,C,,Cs a C4 jsou konstanty.




4.2.5 Urdete vSechna tfeSeni diferencialni rovnice
¥ 3y 43y =y = 0

Reseni:
Charakteristicka rovnice 4’ —31° + 34 —1=0 ma trojnasobny kofen A =1.
Fundamentalni systém feSeni dané rovnice je na intervalu (— oo,+oo) reprezentovan funkcemi:
u (x)=e"; u,(x)=xe* ; u,(x)=x’e".
Vsechna feSeni dané rovnice jsou urcena rovnici:
u(x)= (C1 +C,x+ C3x2 )e" ; x€ R; kde C;,Cya Cs jsou konstanty.

4.2.6 Urcete vSechna feSeni diferencialni rovnice
4y""-8y+5y =0

Reseni:

Charakteristicka rovnice 44° —84 + 5 = 0 ma komplexné sdruzené kofeny

A :1+li; A, =1—li.
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Funkce u,(x)=e" cos[Ex ; U,(x)=e"sin Ex tvofi fundamentalni systém feSeni dané
rovnice na intervalu (—o0,+00) a vechna feseni dané rovnice jsou uréena rovnici:

u(x) = e{C1 cos(% xj +C, sin(é x) } ; x € R; kde C; a C; jsou konstanty.

4.2.7 Urcete feSeni Cauchyovy tlohy pro rovnici
18y =0
pfi pocate¢nich podminkach y(0)=0 ; y'(0)=6 ; y"'(0)=0.
Reseni:
Nejdiive uréime obecné feseni dané rovnice. Charakteristickd rovnice 4’ —8 = 0 ma kofeny
A =2 A =—1+i3 ; A, =—1-i\3.
Obecné feseni dané rovnice je uréeno rovnici
y(x)=Ce*+e™ lCz cos(x\/g) +C, sin(x\/g)J ; XeR

Konstanty C; ,C, ,Cs ur€¢ime z danych pocate¢nich podminek:
y0)=C, +C, =0

y(0)=2C, -C, +3C, =6
1(0)=4C, —2C, —2/3C, =0
Resenim této soustavy algebraickych rovnic je trojice ¢isel C;=1, C,= -1, C3= V3.

\/gsin(x\/g) — cos(x\/§)| ; XER

Resenim dané tlohy je tedy funkce: u(x) =e* +e™*




4.2.8 Netlumené kmity hmotného bodu jsou popsany diferencidlni rovnici

mi+cx=0
(obr. 1). V okamziku ¢ = 0 je vychylka hmotného bodu z rovnovazné polohy rovna nule a
velikost rychlosti pohybu se rovna jedné. Urcete vychylku hmotného bodu a velikost rychlosti
pohybu v okamziku ¢ = 1.

WSS

S

Cihar 1

Reseni:
Zavislost vychylky x(#) na ¢ase ur¢ime feSenim Cauchyovy ulohy pro danou rovnici pfi
pocatecnich podminkach x(0) =0, x(0) =1.

Charakteristickd rovnice mA’ + ¢ = 0 ma komplexné sdruzené kofeny

. |c . |c R . o .,
A =i |J— ; A, =—i,|— ,nebot ¢ > 0, m > 0. Obecné feSeni dané rovnice je uréeno rovnici:
1 m ? m

x(#) =C, COS(I\/EJ +C, sin[t\/zj
m m

Konstanty C; a C, ur¢ime z danych pocatecnich podminek:
x(0)=C, =0

o-({k -

Resenim Cauchyovy ulohy je funkce x(z) = lsin(a)z‘) ,kde o = \/E je frekvence vlastnich
@ m

kmitd. Vychylku hmotného bodu s hmotnosti m v okamziku ¢ = I ur¢ime dosazenim do feseni
1 . . . .
Cauchyovy ulohy. Dostaneme tedy: x(1) = —sin® . Protoze x(¢) = cos(wt), je velikost
@

rychlosti pohybu hmotného bodu v okamziku ¢ = 7 rovna cos w.

4.2.9 Urcete amplitudu a pocatecni fazi tlumenych kmitl hmotného bodu, které jsou popsany
diferencialni rovnici

X+2x+5x=0
a pocatecnimi podminkami x(0) =1, x(0) = 0.

Reseni:

Charakteristickd rovnice A° +21 +5 = 0 ma komplexné& sdruZené kofeny
A ==1+2i; 4, =-1-2i.

Obecné feseni dané rovnice je ur¢eno rovnici:

x(t) = e”'[C, cos(2¢)+ C, sin(2¢)], 1 € R



Konstanty C; a C, uréime z danych poc¢ate¢nich podminek:
x(0)=C, =1

x(0)=e"[(2C, - C,

N—"

cos(2t)—(2C, + C, )sin(2t)]t:0 =2C,-C, =0

Tedy C, =1, C, =— a zavislost vychylky x na Case 7 je popsana funkci

—_ l\)li—‘

x(t)=e" {cos(2t) + 5sin(2t)}
Abychom mohli ur¢it amplitudu a pocatecni fazi kmitil, zapiSeme vyraz cos(2¢) + %sin(Zt)
ve tvaru A[sin ¢, cos(2¢) + cos @, sin(2¢)] = Asin(2z + ¢, ). Umocnime-li tyto rovnice,

dostaneme po sedteni 4> = % ,tedy 4= g Dale plyne z uvedené soustavy rovnic, Ze

tgp, =2 ,takze ¢, = arctg?.

. . 5 .
Kmitani uvazovaného systému je tedy popsano funkci: x(z) = Te_t sm(2t + arctg2) ,

pocatecni faze kmitl je ¢, = arctg? a amplituda kmit je %(\/g )e*’ .

4.2.10 Urcete feseni Cauchyovy tlohy pro rovnici
2 _rr ,
Xy +xy+y=0
pii pocate¢nich podminkach y(-1)=0,y'(-1)= 1.
Reseni:
Zadana rovnice je Eulerovou rovnici a lze ji transformovat na diferencialni rovnici
s konstantnimi koeficienty pomoci substituce |x| =¢' .Protoze x, =—1 ,je x, € (— oo,O) a tedy

je |x| =—X.
Dosadime-li do zadané rovnice y'=——yp , y = —2(y + y), dostaneme rovnici y+y=0.
X X

Charakteristick4 rovnice A* +1=0 makoteny A, =i ; A, =—i

Obecnym feSenim této rovnice je funkce y(¢) = C, cost +C, sint,

funkce y(x) = C, cos[In(— x)]+ C, sin[In(~ x)] je feSenim ptvodni rovnice na intervalu (- ,0).
Konstanty C; a C, uréime z danych poc¢ate¢nich podminek:

»=)=C =0

y()=C, lsin[ln(— x)]- ¢, lcos[ln(— )] =c, =1
X X x=-1

Resenim dané tlohy je tedy funkce: u(x) = sin[In(-x)| ; x € (- ,0)

4.2.11 Urcete feseni Cauchyovy tlohy pro rovnici
x*y +2xy' =6y =0
pii poc¢atecnich podminkach y(1)=0 ; y'(1)=1

Reseni:



Zadana rovnice je Eulerovou rovnici a protoze x, =1, je x, e(O,+oo), zvolime tedy

o . . 1. D B
substituci x =e'. Dosadime-li do zadané rovnice y=—yp , y =—2(y—y), dostaneme
X X
rovnici y+y—6y=0.

Charakteristickd rovnice 2° + 2 —6 =0 ma realné koteny 4, =-3 ; 1, =2
.. _ 1 :
Obecnym feSenim této rovnice je funkce y(r) = Cie™ +C,e”, funkece y(x)=C,—+C,x° je
x

feSenim pivodni rovnice na intervalu (O,+oo).

Konstanty C; a C, uréime z danych poc¢ate¢nich podminek:

y)=C +C, =0

1
y()=-3C,—+2C,x =-3C +2C, =1
X x=1

< . . 1

ReSenim dané soustavy je dvojice Cisel C, = e C, = 3

. . 1 1

ResSenim dané ulohy je tedy funkce: u(x) = g[xz - —3j ; X€E (O,+oo)
X

4.2.12 Urcete vSechna feSeni diferencialni rovnice

2
V'+—y+4y=0
X

ResSeni:

Dana rovnice je na intervalech (—,0)a (0,4%0) ekvivalentni s rovnici x)y"'+2y+4xy =0,
kterou lze psat ve tvaru (xy) +4xy =0. Tuto rovnici pfevedeme na rovnici s konstantnimi
koeficienty pomoci substituce z = xy. Dostaneme rovnici z'+4z =0.

Charakteristickd rovnice 4> +4=0ma kofeny A, =2i , 1, =-2ia tedy obecné feSeni lze
psat ve tvaru z(x) = C, cos(2x) + C, sin(2x), xeR.

cos(2x) L C sin(52x)
2

Resenim ptivodni rovnice je tedy funkce y(x) = C, definovana

X

na intervalech (—,0) a (0,+0).

4.2.13 Reste Cauchyovu tlohu pro rovnici
(1+x*)y " —2xy'=0
pii poc¢atecnich podminkach y(0)=1, y'(0)=3.

Reseni:
Oznac¢ime-li y ‘= z , 1ze danou rovnici psat ve tvaru (1+x>)z'—2xz = 0. Po separaci

., , .. .. dz 2x s e
proménnych v této rovnici dostaneme rovnici — = e dx , jejimz feSenim je funkce
z +x

z=C,(1+x%)atedy y'=C,(1+x”). Po integraci dostaneme obecné feseni ptivodni rovnice

1
y(x)=C, [x + §x3 j +C,, x e R.Konstanty C; a C, ur¢ime z danych pocate¢nich podminek:



y(0)=C, =1
YO =C1+x)|  =C =3

Resenim dané Cauchyovy ulohy je funkce u(x)=x* +3x+1, xeR.

4.2.14 Urcete vSechna feSeni diferencialni rovnice
(x> +1)y =2xy+2y =0

Reseni:

Abychom mohli snizit fad dané diferencidlni rovnice, potiebujeme néjakym zplisobem
,»uhadnout™ jedno jeji feSeni. To je mozné napt. v piipadé, ze timto feSenim je polynom nebo
exponencialni funkce. Nejdiive zjistime, zda dana rovnice nemé feSeni ve tvaru

u(x)=x"+bx"" +b,x" +...

n—1

Dosadime u(x),u' (x)=nx"" +...,u” ' (x)=n(n—-1)x"" +... po fadé za y, y,a y' do dané
rovnice (zapiSeme jen mocniny se zakladem x nejvyssiho stupn€) a polozime koeficient u

(A4

mocniny nejvyssiho stupné roven nule: n(n—1)—-2n+2=0
Tato rovnice ma dva celociselné kladné kotenyn =7/ an = 2.
Ptivodni rovnice ma tedy dvé feSeni ve tvaru u,(x) = x+b, , u,(x)=x" +b,x +b;.

Po dosazeni u; , u;’= 1, u;”" = 0 po tadé¢ zay , y’, y' do pivodni rovnice dostaneme
—2x+2x+2b,=0 a tedy b; = 0. Funkce u,(x)=x je partikularnim feSenim puvodni
rovnice.

Podobné po dosazeni u, , u;’=2x + b, u,”" =2 poitadé¢ zay,y’, y’ do pavodni rovnice

dostaneme 2 —2b,x +2b,x+2b, = 0. Tedy ¢islo b je libovolné a b3 = -1 .Zvolime-li b, = 0,

dostaneme druhé partikularni feSeni u,(x) = x> — 1 ptivodni rovnice.
Ukéazeme, ze funkce u;, u, tvoti fundamentéalni systém feseni ptivodni rovnice na intervalu
(—00,+0) :

2
X

Wronskian W (x) = s

| =x” +1 je rizny od nuly na intervalu (—o0,+o0) . ProtoZe jsme
, X

dostali dv¢ linedrné nezavisla fesSeni u; , u, ptivodni rovnice, je funkce
v(x)=Cx+C,(x* 1), xe€ R obecnym feSenim plivodni rovnice.

4.2.15 Urcete vSechna feSeni diferencialni rovnice
(x-Dy —=xy+y=0

Reseni:

Nejdrtive zjistime, zda dana rovnice nema feSeni ve tvaru polynomu

u(x)=x"+bx"" +b,x" +...

Dosadime u(x),u'(x)=nx"" +...,u” (x)=n(n—-1)x"" +... po fadé za y, y,a y~ do dané
rovnice (zapiSeme jen mocniny se zdkladem x nejvysSsiho stupné) a polozime koeficient u
mocniny nejvyssiho stupné roven nule: n° —2n+1=0

Tato rovnice ma dvojnasobny koten n = / . Hledame tedy partikulérni feSeni ve tvaru
u(x)=x+b>b.

Po dosazeni do plivodni rovnice uréime b = (. Déle zjistime, zda ma plivodni rovnice dalsi
feSeni ve tvaru u, (x) = e* . Po dosazeni u,, u>'=a e u,”" = a’e™ po fadé



zay,y’,y  do pivodni rovnice dostaneme rovnici a(a —1)x +1—a” = 0 .Tato rovnice je
splnéna pro libovolné ¢islo x z intervalu (1,+o0) resp. (—,1), je-lia = 1.

Funkce u,(x) = x, u,(x)=e" tvofi fundamentalni systém feseni plivodni rovnice na
intervalech (1,+90) a (—,1), nebot’ wronskian

X

W(x) = o ex =e"(x—1) je rlzny od nuly na téchto intervalech.

b

Funkce u(x)=C,x+C,e* je tedy obecnym feSenim ptivodni rovnice na intervalech
(1,40) a (—=,1) .

4.2.16 Reste Cauchyovu tilohu pro rovnici
.2
~= =0
X
pii poc¢atecnich podminkach y(1)=0, y'(1) =3.

Reseni:

Nejdrtive zjistime, zda dana rovnice nema feSeni ve tvaru polynomu

u(x)=x"+b,x"" +b,x"? +...Dosadime u(x),u’(x) =nx"" +...,u" " (x) =n(n—1)x"7 +... po
fadé zay, y’,ay’  do dané rovnice (zapiSeme jen mocniny se zadkladem x nejvyssiho stupné) a

vV

polozime koeficient u mocniny nejvyssiho stupné roven nule: n> —n—-2=0.

Tato rovnice mé koteny n; = 2 a n, = -1 . Pivodni rovnice ma tedy partikularni feSeni

ve tvaru u,(x) = x* +b,x +b, . Po dosazeni do pivodni rovnice dostaneme podminku

bx+b, =0.Musi tedy byt b, =b, =0.

Plivodni rovnice ma tedy partikularni feseni u, (x) = x*. Déle zjistime, zda ma pavodni
Y 2 ax

rovnice dal$i feSeni ve tvaru u, (x) = e . Po dosazeni u,, u>'= a € u,”" = a’e™ po fadé
zay,y’,y’ do pivodni rovnice dostaneme rovnici a’x” —2 = 0, ktera neni splnéna nezavisle
na proménné x pro zadné ¢islo a. Abychom ziskali dal$i partikuldrni feSeni, snizime fad
plvodni rovnice pomoci substituce y = x’z.

Po dosazeni y =x’z, y'=2xz+x’z", y'=2z+4xz+x"z"" do piivodni rovnice dostaneme
rovnici x°z +4xz'=0.

o, : L, .. dv 4 . C
Po substituci z = v a po separaci proménnych je — =——dx, tedy v=1z'= —i
% X X

. . C , . “
Po integraci dostaneme z = —3—13 + C, a zvolime-li integra¢ni konstanty C; =-3 , C, =0,
X

dostaneme partikularni feseni u,(x) = x°z =

-

Funkce u; , u, tvofi fundamentalni systém feSeni pivodni rovnice na intervalu (0,+o), nebot’

1
2
x, -
wronskian W (x) = xl = -3 je razny od nuly. Obecné feSeni ptivodni rovnice Ize tedy
2x, ——
X

psat ve tvaru y(x) = C,x*> +C, 1 , x € (0,400).
x

Konstanty C; a C; ur¢ime z poc¢atecnich podminek:



y)=C+C, =0

C
y()=2Cx-—3 =2C,-C, =3
x=1

Resenim této soustavy je dvojice &isel C; =1, C, =-1 . ReSenim dané ulohy je funkce

u(x)=x" L , x€(0,4+0).
X

4.2.17 Reste Cauchyovu tlohu pro rovnici
xy " -2x+1)y+(x+1)y=0
pii pocateénich podminkach y(I)=e, y'(l) =5e.

Reseni:
Nejdiive  zjistime, zda dand rovnice nema feSeni ve tvaru polynomu
u, (x)=x"+bx"" +b,x"> +..Po dosazeni do dané rovnice zjistime, Ze koeficient u

v

mocniny nejvyssiho stupné€ je roven jedné, a neni tedy pro zadné nezaporné cCislo n roven
nule.Dana rovnice nemize mit tedy feSeni ve tvaru polynomu.

Dale zjistime, zda exponencialni funkce v(x) =e“ je pro n¢jaké realné Cislo a partikularnim
fesenim dané rovnice. Po dosazeni v = ¢™, v'=a ™ v’ =a’e“ potadézay,y’,y" do
ptvodni rovnice dostaneme podminku (a—1)’x+1-a=0, ktera je pro vsechna &isla
x € (0,4o), pravé kdyzjea = 1.

Funkce v, (x) = e* je partikularnim feSenim dané rovnice na intervalu (0,+0).

Dalsi partikularni feSeni ur¢ime pomoci snizeni fadu ptvodni rovnice pomoci substituce
y=e'z. Po dosazeni y=e'z, y=e'(z+2), y'=e'(z+2z+z"") do plvodni rovnice
dostaneme rovnici xz''—z'=0. Po substituci z'= wlze tuto rovnici fesit pomoci separace
proménnych, dostaneme feSeniw(x)=C,xa tedy feSenim predeslé rovnice jsou vSechny

2

funkce z()c):C1)C7+C2 a zvolime-li integracni konstanty C;= 2 , C, = 0, dostaneme

partikularni feSeni piivodni rovnice na intervalu (0,+0) ve tvaru: v, (x) = z(x)e* = x’e* .

Obecn¢ feseni zadané rovnice ma tvar y(x) = (C1 +C,x° )ex , X €(0,4).

Konstanty C; a C, ur¢ime z pocate¢nich podminek:
y) = (Cl + Cz)e =e

Y =[c, + 6, @x+ x| =(C,+3C, e =5e

Resenim této soustavy je dvojice &isel C; =-1, C, =2 . ReSenim dané Cauchyovy tlohy je
funkce u(x) = (2x - l)e)c , Xx€(0,4).




