4.1 ReSeni zakladnich typa diferencialnich rovnic 1.Fadu

4.1.42 Urcete feSeni z(x) Cauchyovy ulohy pro rovnici
, 2
y+—y=0 (1)
X
vyhovujici pocatecni podmince z(1) = 2.
Reseni:
Po separaci proménnych v rovnici (1) dostaneme rovnici
d 2
Do Zax
y X
a po integraci ziskdme feSeni rovnice (1) ve tvaru y(x)=C/x’,kde C je konstanta a
xe(-o,0), resp. xe(0+0). Refenim dané ulohy je funkce z dand rovnici
z(x) =2/x*,x € (0,+00).

4.1.43 Urcete vSechna feSeni diferencialni rovnice
V' +2xy =4x. (1)

Reseni:
Nejdiive najdeme feSeni homogenni rovnice

Y +2xy=0. ()
Po separaci proménnych v rovnici (2) a po integraci je

y(x) = Ce™ ,xeR, C je konstanta.

Reseni nehomogenni rovnice (1) uréime ve tvaru

(@) =u@)e™, 3)

Kde u(x) je neznama funkce, kterou najdeme, dosadime-li z (3) do rovnice (1):

we™ —2xue™ +2xue™ =4x. 4)

. o 2 . .
Z rovnice (4) vypolteme u' = 4xe” a po integraci dostaneme

u(x) = 4_|‘er‘2 dx+ K,

kde K je konstanta. Je tedy u(x) = 2¢* + K a viechna feSeni rovnice (1) jsou uréena rovnici

y(x) = Ke™ + 2, xeR.




4.1.44 Urcete vSechna feSeni rovnice
ydx—(2x+y3)dy:0. (1)

Reseni:
Rovnici(1) Ize zapsat ve tvaru nehomogenni linedrni diferencidlni rovnice prvniho fadu
vzhledem k proménné x :

B2y 2
dy 'y

za predpokladu, ze y # 0.

Dosazenim y = 0 do rovnice (1) ovéfime, ze funkce y(x)=0,x € R, je trividlnim feSenim
této rovnice. Netrivialni feSeni rovnice (1) uréime feSenim rovnice (2).

Nejdiive najdeme feSeni homogenni rovnice

ﬂ—gx=0.

dy 'y
Po separaci proménnych a po integraci dostaneme x(y)=Cy’, kde C je konstanta a

yE (— oo,O), resp. y € (O,+00). Reseni rovnice (2) uréime ve tvaru x(y) = u(y)y?, kde u(y) je
nezndma funkce, kterou najdeme, dosadime-1i do rovnice (2):

%yz +2uy—%uy2 =y*
dy Y

Pro y # 0 dostaneme podminku du/dy =1, a tedy u(y) = y+ K, kde K je konstanta. VSechna
feSeni rovnice (1) jsou urena rovnicemi

x(y)=Ky’+y, yeR,
y(x)=0, xeR.

4.1.45 Urcete integralni kiivku diferencialni rovnice

(e % by = y, (M
prochazejici bodem M[L,1]

Reseni:
Rovnici (1) 1ze pro y # 0 zapsat ve tvaru

A 1., @)

Funkce y(x) =0 je feSenim rovnice (1), ale nevyhovuje dané pocatecni podmince.
Rovnice (2) je nehomogenni line4rni diferencidlni rovnici prvniho fadu vzhledem k promén-
né x. Nejdiive najdeme feSeni homogenni rovnice



ax 1 o (3)

dy 'y

Po separaci proménnych a po integraci dostaneme feseni rovnice (3) ve tvaru x(y) = Cy, kde
C je konstanta a y € (—,0), resp. y € (0,4+0).

Reseni rovnice (2) tedy hleddme ve tvaru x(y) =u(y)y . Dosadime-li do rovnice (2), musi
platit u'y+u—u=y, atedy proy#0 je u(y)=y+K, kde K je konstanta. ReSeni rovnice
(2) jsou urdena rovnici x(y)=Ky+ y’,y #0.Vsechna feSeni rovnice (1) jsou urcena
rovnicemi x(y)=Ky+7y’,y€R, a y(x)=0, xeR. Z mnoziny integralnich kiivek uréenych
témito rovnicemi najdeme integralni kiivku prochazejici bodem M [1,11 Musi byt splnéna
rovnice 1 = K +1, a tedy K = 0. Hledanou integralni kiivkou rovnice (1) je parabola s rovnici
x=y.

4.1.46 Urcete vSechna feSeni diferencialni rovnice
dx 1

i tcosx+ sin(2x)’

(1

Reseni:
Rovnice

a_ £ cos x + sin(2x) (2)
dx

Je nehomogenni linearni diferencialni rovnici prvniho fadu vzhledem k proménné ¢.
Nejdtive ur¢ime feSeni homogenni rovnice

dt
——tcosx =0. 3
o (3)

Po separaci proménnych v rovnici (3) a po integraci dostaneme za ptedpokladu, Zze ¢ #0,
feSeni rovnice (3):

t(X) — Cesinx’

kde C je konstanta axe R
Reseni nehomogenni rovnice (2) hleddme ve tvaru

t(x) = u(x)e™",

pfi¢emz musi platit
1 _sinx sin x

u'e™ +ucos xe™" —ucosx = sin(2x).

Je tedy
u' = sin(2x)e™"*,

u(x) = ZI sinxcosxe " *dx + K,

kde K je konstanta. Po integraci dostaneme



u(x) = =2(1+sinx)e ™" + K.
Reseni rovnice (1) je uréeno implicitng rovnici

t = Ke*™ —2(1 +sin x).

4.1.47 Urcete feSeni z(x) diferencidlni rovnice

'+ Wy =322,

Které vyhovuje pocatecni podmince z(1) =-3/2.

Reseni:

(1

Funkce p(x)=+/x,g(x)=3x’jsou definované a spojité na intervalu (0,40 ), a tedy

v libovolném bodé oblasti D = (0,400)x (—0,+00) je zajiténa existence a jednoznaénost fese-

ni Cauchyovy ulohy pro rovnici (1). Protoze bod [1,—3/ 2] lezi v oblasti D, existuje pravé

jedno teSeni dané ulohy.

Ur¢ime nejdiive feSeni rovnice (1). ReSime-li homogenni rovnici y'+ (\/x)y =0, pak po

—2[Vx* /3
separaci promeénnych a po integraci dostaneme feSeni ve tvaru y(x) = Ce ( ) , kde C je

konstanta.

(47 )3

v -2
Reseni rovnice (1) hleddme ve tvaru y(x) =u(x)e
platit

A e S L N W R A

neboli u' = 3xzez(\/7) N . Po integraci ziskame funkci u ve tvaru
u(x) = [(3\/7 - %}2@/3 +K,

kde K je konstanta. VSechna feSeni rovnice (1) jsou uréena rovnici
vy = ke s —%,x e (0,+).

Pro funkci z, ktera je feSenim dané Cauchyovy tlohy, musi tedy platit

z(x) = Ke_z(\/;sy3 +3yx —%,

z(l) = 3 Ke?” +3 22 = —i,
2 2 2

z Cehoz plyne, ze K = 0.
Resenim dané ulohy je funkce

, pricemz pro funkci u(x) musi



z(x) = 3\/x_3—%,x e<0,+oo).

4.1.48 Urcete feseni z(x) Cauchyovy tlohy pro rovnici

y' = 2xy = 2xe" (D
s pocatecni podminkou z(0) = 4.

Reseni:

Funkce p(x)=-2x,q(x)= 2xe™ jsou definované a spojité na intervalu (— 00,+00). Je tedy

zajiSténa existence a jednoznacnost feSeni Cauchyovy ulohy pro libovolnou pocatecni
podminku.
ResSeni rovnice (1) budeme hledat ve tvaru y(x)=h(x)g(x). Dosadime-li za y a za

y'=h'g + hg' do rovnice (1), dostaneme diferencialni rovnici

h'g+hg'—2xhg = 2xe™

neboli

h'g+h(g —2xg)= 2xe” . (2)

Funkci g zvolime tak, aby druhy ¢len na levé stran€ rovnice (2) byl roven nule, tj. tak, aby
splnovala rovnici

g'—2xg=0. 3)

Rovnice(3) je diferencialni rovnici se separovatelnymi proménnymi, jejimz feSenim je napf.
2 oqe . . W r . r 14 b _,2
funkce g(x)=-e" (zvolili jsme integra¢ni konstantu rovnou jedné). Dosadime-li g(x)=e"

do rovnice (2), dostaneme opét diferencialni rovnici se separovatelnymi proménnymi pro ne-
znamou funkei A:

2 2
h'e® =2xe" .

Resenim rovnice (4) jsou viechny funkce A(x) = x> + C , kde C je konstanta.
Vsechna feSeni rovnice (1) jsou tedy urcena rovnici

y(x) = (x2 +C)ex2,x eR.

Reseni z Cauchyovy tlohy ma splitovat po&ateéni podminku y(0) = 4, z &ehoz plyne, ze C =
= 4. Reseni z je tedy uréeno rovnici

z(x) = (x2 + 4)ex2 ,x€eR.




4.1.49 Urcete feSeni z(x) Cauchyovy tlohy pro rovnici

¥ +2y =q(x), (1)
kde

0 provxe (— oo,l)
q(x) =
x—1provx e <1,+ )
pii pocateéni podmince z(0) =1.
Reseni:
Snadno ovéfime, ze feseni dané ulohy existuje a je jediné.
Protoze poc¢ate¢ni hodnota x = 0 lezi v intervalu (— oo,l), uréime nejdiive v tomto intervalu

feSeni z, Cauchyovy ulohy pro rovnici
Y +2y=0 (1)

s pocate¢ni podminkou z,(0)=1. Redenim této ulohy je funkce z,(x)=e™",x e(~oo,1). Na
intervalu <1,+ oo) je prava strana rovnice (1) definovéana funkci ¢(x) = x —1. Resime tedy dale

rovnici
y+2y=x-1 (1)

na intervalu <1, + oo) s pocatecni podminkou, kterou ziskdme z podminky spojitosti feSeni z na
intervalu (—oo,+c0). Oznaéime-li z, feSeni rovnice (1”) na intervalu <1, +o0), musi platit
z,(1)= z,(1). Protoze z,(1)=e™, fedime rovnici (1") s poatetni podminkou z,(1)=e™.
Reseni rovnice (1”) hledame ve tvaru y = hg. Po dosazeni do této rovnice dostaneme

Wg+h(g +2g)=x—-1.

Polozime-li ¢initele g'+2g rovného nule, dostaneme stejnou rovnici, jako je rovnice (1'). Za

funkci g 1ze zvolit g(x)=e>". Z rovnice (2) pak plyne, ze h' = (x - l)ezx, a tedy

h(x)=(£—§je“ e

2 4

Konstantu C ur¢ime z pocatecni podminky z, (l) =e:

22(1): Ce™ +%—%:e2.

: 1
Z posledni rovnice vypocteme C = 2(4 +e’ ) Pro feSeni z dané tlohy plati z(x) = z,(x) pro

Vx e (— oo,l) a z(x)=z,(x) pro Vx e <1,+ oo). Funkce z(x) je tedy urcena rovnicemi



( ) e X e (— oo,l)
= 1o
o i(4+e2)e‘2"+§—% P xe(

4.1.50 Urcete feseni z(x),w(x) Cauchyovy tlohy pro rovnici

- (1)
x+1

pii pocate¢ni podmince: a) z(1)=1 b) w(0) =1.

Reseni:
Postacujici podminky existence a jednoznacnosti feseni rovnice
' Y
Y- =1 2
x(x + 1)

jsou splnény na  oblastech D, =(—o0,—1)x(=00,40),D, = (~1,0)x(~0,+0) a
D, = (0,+oo)>< (— oo,+oo). Mame tedy zajiSténou existenci a jednoznacnost feSeni v piipadé a)
(bod [L1]e D), nikoli viak v ptipadé b) (bod [0,]] nelezi v Zadné oblasti D,,D,,D;).

V ptipad¢ b) loha nemusi mit feseni.
Reseni rovnice (2) budeme hledat ve tvaru y = gh. Pak je

1
h'+hg'—————gh=1
s g x(x+1)g

neboli

' r_; —
gh +h(g x(xH)gj 1 (3)

Funkci g zvolime tak, aby spliiovala rovnici

, 1
g - g=0. 4)

Po separaci proménnych v rovnici (4) je

dg dx
g x(x + 1)

a po integraci (zvolime integracni konstantu rovnou jedné) ziskdme funkci g(x)=x/ (x+ 1).
Dosadime-li za g do rovnice (3), dostaneme diferencialni rovnici 4’ = (x + 1)/ X a po integraci

je h(x)=x+ ln|x+ C|, kde C je konstanta a x # 0.

Vsechna feSeni rovnice (1) jsou urcena rovnici



Cx ),x;tO,x;t—l.

y(x) = al " (x + 1n|x

Resenim Cauchyovy tlohy je v p¥ipadé a) funkce

z(x) = L(l + xlnx), xXe (O,+00).
x+1

Konstantu C' = 1 jsme urc¢ili z rovnice

1 1
N=—C+—=1.
z(1) 5+

V ptipad¢€ za b) nema Cauchyovy uloha feseni, nebot’ pro x = 0 neni funkce ln|x| definovéana.

4.1.51 Urcete teseni z(x),w(x) Cauchyovy ulohy pro rovnici

V' —ytgx = (1)

cosx
pii pocateéni podmince a) z(0) =1; b) w(r) =1.

Reseni:
Existence a jednoznacnost feseni Cauchyovy ulohy pro rovnici (1) je zajisténa na oblastech

D, = ((2/{ - 1)%, (2k + 1)%) x (=0, 40), keZ.

Bod [0,1] leZi v oblasti D, , bod [z,1] lezi v oblasti D,, tedy feSeni za w existuji a jsou jedi-
na.
Reseni rovnice (1) hleddme ve tvaru y = gh, pficemz plati

n'g+h(g' — gtgx)= )

cosx

Funkci g uréime tak, aby spliiovala rovnici g'— gtgx = 0. Po separaci proménnych a inte-
graci vybereme funkci g(x)=1/cosx (integracni konstantu jsme zvolili rovnou jedné). Po
dosazeni do rovnice (2) dostaneme pro funkci / tuto podminku:

gl
- s
COS X COS X

atedy A(x)=x+C pro xe ((21{ - 1)%,(21{ + 1)%) , kde £ je celé Cislo. Na téchto intervalech

jsou definovana feSeni rovnice (1) rovnici

x+C
cosx

y(x)=



Z danych pocate€nich podminek vypocteme hodnoty konstanty C:a) C=1,b) C=-7-1.
Reseni Cauchyovy tlohy v piipadé a) je uréeno rovnici

z(x) = o+l xe(—Z Ej

b
COS X

v ptipadé b) rovnici

Wy =271 xe(z,éﬂj_

COS X

4.1.52 Urcete tfeseni z(x) Cauchyovy ulohy pro rovnici

(l—xz)y'-i-xy:l (1)
Pti pocéatecni podmince z(0) = 1.

ReSeni:
Rovnici (1) upravime na tvar

x# £l )

Protoze v okoli bodu [0,1] jsou splnény postacujici podminky existence a jednoznacnosti fese-
ni Cauchyovy ulohy pro rovnici (2), je zajiSténa existence a jednoznac¢nost feseni dané tillohy
pro rovnici (1).

Reseni rovnice (2) hledame ve tvaru y = gh. Dosazenim do rovnice (2) dostaneme podminku
pro funkce g, 4 ve tvaru

!/ ! x
hg+h[g +g1_x2j= = 3)

1-x

Funkci g zvolime tak, aby spliiovala rovnici

g'+g =0, x#+l.
l-x

Po separaci proménnych a po integraci vybereme funkci g)x)= 1/11 —x° ’ (zvolili jsme
integracni konstantu rovnou jedné). Dosadime-li za g do rovnice (3), dostaneme rovnici

a po integraci rovnici

h(x) = +C, xe(-11)

X
w/il—xz )



Reseni rovnice (1) je uréeno rovnici

y(x)=x+ Cw/il —x’ i, xe(-11)

Resenim dané Cauchyovy ulohy je funkce

z(x) = x+4/l-x%), xe(=11).

4.1.53 Reste rovnici
y+y=e. (1)

Reseni:
Rovnici (1) vynasobime funkci @ a dostaneme
W'ty = et (2)

Funkci g zvolime tak ,aby

d

d—(ﬂJ’)=ﬂy'+ﬂy,
X

Z &ehoz plyne, ze 1 musi byt FeSenim rovnice u' = p. Muzeme tedy zvolit ,u(x) =¢" arovnici
(2) zapiSeme ve tvaru

%(ye")z e, 3)

. . . 1 . , ,
Po integraci rovnice (3) dostaneme ye* :Eezx +C, kde C je konstanta a po vynasobeni

funkci e™ lze feSeni y rovnice (1) zapsat ve tvaru
y

y(x) = %ex +Ce™, xeR.

4.1.54 Reste rovnici
(x+lny)y’=1. (1)

Reseni:

Rovnici (1) lze zapsat ve tvaru

dx
——x=Iny, 2
& y (2

coz je linearni rovnice prvniho fadu vzhledem k proménné x. Rovnici (2) vyndsobime funkci
,u(y) a dostaneme



dx

ﬂ(y)d—y —u(y)x = u(y)iny. 3)

Funkci u(y) zvolime tak, aby

d d.
~Auyl) = )= )
y dy
To znamena, 7¢ u(y) musi byt feSenim rovnice u'=—pu. Zvolime tedy u(y)=e™. Pak

rovnice (3) ma tvar

i(xe_y): e’ Iny

a po integraci dostaneme
xe ' = J.e_y In ydy + C,
kde C je konstanta. Reseni y rovnice (1) je uréeno implicitné rovnici

x= eyje_y In ydy + Ce”.

4.1.55 Najdéte obecné feSeni rovnice
, COSX

——y=e¢" sinx (1)
sin x

Na intervalu (kz,(k +1)7).k =1,2,...

Reseni:
COS X v . . oy . .
Funkce p(x): —— ,g(x): e’ sinx jsou na daném intervalu spojité. Rovnice bez pravé
sin x
strany ma tvar
COS X
———y=0
sin x

a na tomto intervalu ma feSeni y = sin x. Nahradime-li konstantu C funkci o(x), mame
y= a(x)sinx (2)

a dosadime-li do (1) obdrzime pro a(x) diferencidlni rovnici a'(x)=e*, jejiz integraci

dostaneme a(x)=e" +C atedy

y= (e’r + C)sinx

je obecné feseni rovnice (1).



