1.3 Derivace funkce

1.3.9 Vypoctéte derivaci funkce  f(x) = 1 + % + % .
X X x

Reseni:

Danou funkci lze prepsat ve tvaru f(x)=x"' +2x~ +3x". Zfejmé ji miZzeme chéapat jako
soudet tif funkci f(x) = f,(x)+ f,(x)+ fi(x) , kde fi(x)=x"", f,(x)=2x"", f(x) =3x".
Ihned vidime, ze D, =D, =D, =D, =(-0,0)U(0,40). V kazdém bod¢ z defini¢niho

oboru mé kazda z téchto funkci vlastni derivaci. Podle tabulky derivaci mame:

f(x) = (x71 ): (_ l)fo _ _x%

£ = (x =2ty = 22 = -
X

£ =07 =307y =3(=3x > = —%
X

Tedy i funkce f(x)= f,(x)+ f,(x)+ f;(x) md vkazdém bod¢ defini¢niho oboru derivaci a
o , , , 1 4 9
plati: /() = /; () + £, @)+ f () ===~ .

X

1.3.10 Vypoctéte derivaci funkce f(x) = (1—-x)(1—x7).

Reseni:

Danou funkci lze chapat jako soucin f(x) = f,(x)f,(x), kde f,(x)=1-x, f,(x)=1-x".
Ztegm¢& D, =D, =D, =(-o,+0). Vkazdém bod¢ defini¢niho oboru maji ob& funkce
vlastni derivace, plati tedy s pouzitim tabulky derivaci:

S () =(1-x)=A+(=Dx)=D+(=Dx)=0+(=D(x)=(-1)-1=-1

) =(1=x)=(1+(=Dx*)= ) +H(=Dx*)= 0+ (=1)(x*) = (=1)- 2x = -2x

Tedy i funkce f(x)= f,(x)f,(x) ma v kazdém bod¢ defini¢niho oboru derivaci a plati:

@)= @fA@+ ) (x)==1-1-x)+(1=x)-(-2x) =—1+x" —=2x+2x =3x - 2x -1

Derivaci uvazované funkce lze vypocitat i1 jinak — a to tak, ze funkci nejprve upravime
roznasobenim:  f(x)=(1-x)(1-x*)=x-x>-x+1 a odtud piimo dostaneme
f(x)=3x>-2x-1




2
1.3.11 Vypoctéte derivaci funkce f(x) = l-l-x—xz
l-x+x
Reseni:
Danou funkci lze predevsim chapat jako podil f(x) = S , kde
RS

2

2
fi(x)=1+x—x", f,(x)=1—-x+x". Ziejm& 1—x + x° :(x—%j +%> Oa tudiz

D=D, =(-o0,+0). Mame
f(x)=(+x-x")=1-2x
f,(x)=(1-x+x")=-1+2x

Protoze f,(x)# 0 na (—o0,+0), ma funkce f(x)= L) na (—oo,+o0) vlastni derivaci a plati:
5 (x
oy DL L0 (1=200 x4 x) = (L x= )14 20)

G (r=2+x7)°

B l—x+x" =2x+2x" =2x> +1+x—x" —=2x—2x" +2x° o —=4x+2  2(1-2x)
(x=2+x%)* (x=2+x)" (x=2+x°)°
1.3.12 Vypoctéte derivaci funkce f(x) = fS&.
x°=3x+2
Reseni:
Danou funkci lze pfedevsim chapat jako podil f(x) = S , kde
X

2
filx)=e"sinx, f,(x) =x* —=3x+2. Ziejm¢ D, =D, =(—o0,+0), aviak

x*=3x+2=(x-1)(x-2), a tudiz D, = (=,1) U (1,2) U (2,+0) .Dostavame
fi'(x)=e"sinx+e" cosx

fr'(x)=2x-3

Funkce f(x)= A ma v kazdém bod¢ defini¢niho oboru vlastni derivaci a plati:
2

i ) f(x) = fi(x) £, (%) _ (e*sinx +e* cosx)(x” —3x+2)—e* sinx(2x —3)

S(x) = =
[ @F (x* =3x+2)°
_efsinx(x? —=5x+5)+e  cosx(x’ —3x+2) o (x> =5x+5)sinx + (x> =3x+2)cosx
(x* =3x+2)° (x* =3x+2)’
x -1

1.3.13 Vypoctete derivaci funkce  f(x) =In—;
X

Reseni:
Zde musime danou funkci chapat predevsim jako funkci slozenou, situace je zde nasledujici:



Vnéjsi funkee  fi(y)=1Iny, D, =(0,+0)

2
Vnitini funkece £, (x) = x2 1
x°+1

Vnitini funkci bychom sice mohli brat s definicnim oborem (—o0,+), ale nemélo by to
2
x =1

x*+1

neni definovéna. Ztejmée plati: f(x) = (f, o f,)(x), D, = (—=0,—1) U (1,4+0) . Dostdvame:

, 1
L'O) =, D,

D, =(-0,~1)U(l,+o)

smysl, nebot’ funkce zobrazuje interval (—1,1) do intervalu (—,0), na kterém funkce f;

x* =1 ' 2x(x* +1) = 2x(x* =1) 4x
(x) = = = na D
f2 ( ) (xz +1] (xz +1)2 (x2 +1)2 f
Podle véty o derivaci sloZzené funkce ma funkce f(x)=(f, < f,)(x) vkazdém bodé¢
defini¢niho oboru vlastni derivaci a plati:

FO= e )= U0 09 = ot = o =

x2+1

Povsimnéte si, Ze vyraz

al " je definovan i v téch bodech, ve kterych funkce f viibec neni

4
X
definovéna a tudiz tam nemlZe mit ani derivaci. S timto jevem se lze setkat Castéji a neni
tteba se s nim nikterak znepokojovat.

1.3.14 Vypoététe derivaci funkce  f(x) =1In’ x°.

Reseni:
Zde je asi nejlepsi danou funkci piepsat ve tvaru f(x) =/ (nx2 )3 . Z tohoto tvaru je vidét, ze

f)=(fiofuo fi)x). kde fi(2)=2", f,(3) =Iny, fi(x)=x".

Ziejmé D, = (-0,0) U (0,+00) . Proto funkce fi , f> , f3 vezmeme s defini¢nimi obory
D, =(-0,4+%) ,D, =(0,4%) , D, =(-2,0) U (0,+0). Kazda z funkci f; , f, , 3 ma
v kazdém bodé¢ svého defini¢niho oboru vlastni derivaci. Snadno vidime,ze:
F@=32, f0)= 0 fE)=2x

Funkce f(x)= ( fiofiofs )(x) ma v kazdém bod¢ z defini¢niho oboru derivaci a plati:
@) =fiefye i) X)) =(fio(f10 /) (0)= £ ((f0 /5)x)(f°/3)(x) =

= £ (fy o £)0)) - ((f 0 £,) () - £ (x) = 3(Inx?)? .xiz.z)c _S(nx")" _ 6ln"x

X X

Vzhledem k tomu, ze skladani funkci je asociativni, mohli jsme postupovat i timto zplisobem:
S @) =(fiefy0/5) ) =((fio /) f3) () =(fi o ) ([5(x)- f3'(x) =

= [/ (32 [5)0)- 15 (f5(x)- /37 (x)

coZ je stejny vysledek jako vyse, prakticky vypocet by ale vypadal takto:

2 .2
(ln3 xz):3ln2 x? -%-2x: 6ln” x
x

X



X

at | g* ,D, =(0,4),a) 0 je konstanta.

1.3.15 Vypoctéte derivaci funkce f(x) = x" “1x ta
Reseni:
V tomto ptikladé chceme upozornit, jak derivovat funkci tvaru f(x)= g(x)h(x). Zékladni
myslenka je stejnd jako pifi vypoctu limit. Funkci pfedevS§im vyjadiime ve tvaru:
h(x)1 "y , :

S () =" NED Ziejme plati: £(x) = (f, ° £,)(x), kde fi(3)=e” , f3(x) = h(x)-Ing(x).
Plati, ze f,’(y) = e”, takze mame:

’ h(x)1 , x) 1. ,
770 = " OMED . (h(x) In g (1)) '= g (0" (W' (x) - In g(x) + h(x) - (Ing(x))")
pro vypocet derivace (In g(x)) opét staci pouzit vétu o derivaci slozené funkce.
NapiSemeln g(x) =(g, 2 g,)(x),kdeg,(y)=Iny, g,(x) = g(x), takze mame:

1 , g'(x)
In - . -
(Ing(x)) (x) g'(x) ()

Celkem tedy dostavame: f'(x) = g(x)h(x)(h’(x) Ing(x)+ h(x)%j _
g(x

V nasem konkrétnim piipad¢ tak dostdvame:

a x x\ a , x X a X
(xx PN ):(ex lnx) +(ea lnx),+(ex lna),: o lnx(xa lnx)+ea lnx(axlnx)+

X a _ 1 X X
+er lna(xxlna):xx (axa 1lnx+xa~—)+xa (exmalnx)'ﬂzx (exmxlna)'z
X
a X 1 X 1
=x* x4 1(alnx+1)+xa (exlnalnalnx+exma~—)+ax (lna)exlnx(lnx+x—):
X X

a X 1 X
=x* x4 1(alnx+l)+xa a*(nalnx+—)+a* x*Ina(nx+1)
x

1.3.16 Vypoctéte derivaci funkce f(x) = Jx - arctg\/; )

Reseni:
Ziejm¢ D, =(0,+x), ale chceme-li pouZit formuli pro vypocet derivaci, musime se omezit na
interval (0,+o0), nebot’ tyto formule plati pouze pro vlastni derivace a v naSem ptipad¢ je

(\/;);CZO . =+oo. Tuto skuteCnost zjistime snadno pomoci véty o limit¢ derivace. Funkce

Jx je totiz spojitd vbodé¢ 0 zprava, na intervalu (0,+o0)plati: (\/;)': a ziejmé

1
2x
11%1(\/5)5 lim —— = 400 Tedy i (Vx),_g, =+o.

x—0+ 2\/;

Na intervalu (0,+00) ovS§em pomoci formuli pro derivace snadno najdeme:

1_1'1_1‘(1_1j_1.x_\/;
2fx  l4+x 24x  24/x l1+x) 24/x 1+x 2(1+x)

Vzhledem k tomu, Ze D, =(0,+), jedina otazka tykajici se derivace, ktera zbyva, je otazka

[() =Wx —arcigx)'=

pro £, (0).V takovychto ptipadech ale velmi asto pomaha véta o limité derivace. Funkce



=0, takze £, (0)existuje a plati:

f(x) je spojita v bodé¢ 0 zprava, hm f (x)= hr(l)q 2(I/_ )

£.(0) =0. Celkové tedy miizeme napsat, Ze plati: (\/; — arctg\/; )= na (0,+0)

X
2(1+x)

1.3.17 Vypoctéte derivaci funkce f(x)=x+ Vx +x.

Reseni:
Zde je op&t D, =(0,+00), ale ze stejnych divodd, jako v piedeslém piikladé mizeme pocitat
derivace pouze na intervalu (0,+00). Dostévéme tak:

f(x)= (x+\/;+\/—)—1+2\/_ 3\/_

Zajima-li nas jesté £, (0), pouZijeme opétng Vétu 0 limité derivace. Funkce f(x) je spojita

v bod¢ 0 zprava a plati hm f(x)=lml+—— =+, takZe f,(0)existuje a plati:

x>0+ 2\/_ 3\/_
£.(0) = 0.

1.3.18 Vypoctéte derivaci funkce f(x) = arcsin i — x2
+x

Reseni:
Zde muize byt trochu nejasna otazka defini¢niho oboru. NapiSeme-li v§ak nerovnosti:
1-x°
—-1< ~<1|-(1+x7)
I+x

—1-x*<1=x*<1+x?

vidime hned, ze posledni nerovnosti plati pro vSechna redlnd x a ze tedy D, = (—o0,+x).

2

Vnitini funkce ma ziejmé vlastni derivaci v kazdém bod€ z (—oo,+) . Bohuzel vSak

1+x?

vngjsi funkce arcsin y ma nevlastni (jednostranné) derivace v bodech —1 a 1. Pfi pouziti véty o
2

#F1.

derivaci slozené funkce se tedy musime omezit na ta x, pro ktera 5

1+x

1_x2 — 2

o =F1 |-(1+x%)

1-x"=F(1+x?)
x=0

Vidime tak, ze derivace funkce f(x) miizeme podle véty o derivaci slozené funkce vypocist
pro vSechna x € (—0,0) U (0,4+0). Mame:



2\ 2N
f(x)= arcsin1 x2 = ! L x2 =
I+x -2 Y I+x

1_L+ﬁj

_\/ (1+x%)° —ox(1+x7)—(1-x*)2x  l+x> —2x-2
V2t et 12t (1+x%)° T2 a+x)
B 2x  2signx
__|x|(1+x2)__ 1+x°

Funkce f(x) je o¢ividné spojita v bod¢ 0 (tedy je spojita jak zleva, tak i zprava) a dale plati:
. cn 1 2sign x| . T 2sign x) _
tg o= i T =2t )= i -T2
Podle véty o limité derivace je tedy £ (0) =2, f,(0) =—2. Oboustrannd derivace f'(0) tedy
neexistuje.

2

1.3.19 Vypoététe derivaci funkce f(x) = %\/az -x° + %arcsinf ,a ) 0je konstanta.
a

Reseni:
Snadno zjistime, Ze D, =(—a,a), ale Ze derivaci je mozno pocitat pouze na otevieném
intervalu (—a,a) . Zde plati:

, 1 — > X 1 a 1 1 1 3 X
X)=—+va - x" +— — (2 +— —— —=—+Va - x —————+
7 2 2 2Ja?—x? =20 2 +) 4 2 2\a* —x*

1= =
a
a’ l 5 1 a*-x’ T 3
+——————=—"a X +— ——=1+a" —x
2at —x* 2 2 Ja*-x?

Podle véty o limité derivace zde bez nesnazi zjistime, ze f,(—a)=0, f (a)=0. MiZeme

tedy napsat: f'(x)=+a’ —x*> na (-a,a).

1.3.20 Vypodtéte derivaci funkce f(x) =|x] .

Reseni:

Ztejm€ D, = (—0,+00). Zde je vyhodn¢ napsat
—x pro x € (—0,0)

fn=(

x pro x € (0,40)°

nebot’ odtud ihned plyne, ze

f(x)=-1 proxe(-x,0), £ (0)=-1, f'(x)=1 proxe(0,+x0), . (0)=1.
Z téchto vysledki vidime, ze funkce f(x) = |x| nema v bod¢ 0 derivaci a ze

D,. =(-0,0) U (0,+00) . MiZeme napsat: f”(x) = sign x pro x € (—0,0) U (0,+0).



1.3.21 Vypodtéte derivaci funkce f(x) = x-|x|
Reseni:
D, = (—o0,+0), opét pouzijeme postupu, ktery jsme vid€li v pfedchozim prikladé. MiZeme
tedy psat:
2

—x° pro x € (—©,0)

re =", ,
x° pro x € (0,+x)

Odtud ihned plyne:

f'(x)=-2x proxe(—»,0), f_ (0)=0, f'(x) =2x pro x e (0,4+0), f+ 0)=0.
Vidime pfedevsim, ze '(0) =0, atedy D,. = (—o0,+).

Celkem muzeme napsat: f'(x) = 2|x| .
Funkce f(x)= x-|x| ma sice tvar sou¢inu, md v bod¢ 0 vlastni derivaci, ale tuto derivaci

nelze vypocist pomoci formule pro derivaci soucinu, nebot’ jedna funkce ze soucinu — totiz
funkce |x| - nema v bodé¢ 0 derivaci.

1.3.22 Vypottéte derivaci funkce  f(x) =Inx| .

Reseni:

D, =(-0,0) U (0,+0), Ize psat:
In(=x) pro x € (—=,0)

=

Inx pro x € (0,+x)

Na (—0,0) dostavame: f'(x) = L(—1) = 1 ,na (0,+o0) dostavame f’(x) = l
-X X X

Celkem lze tedy psat: (1n|x|)'= 1 pro x € (—,0) U (0,+0).
- X

1.3.23 Vypoctéte derivaci funkce f(x) = ‘(x - (x+ 1)3‘ .

Reseni:

D, =(-o0,40). Pro vypocet derivace je dobré si vSimnout, ze milZeme psat
f(x)=(x- 1)2‘(x +1)° ‘ Funkce f(x) mé tedy tvar soucinu, pfi¢emz prvniho Cinitele umime
snadno zderivovat. Podivejme se proto na derivaci funkce |(x + 1)|3 :

(1)’ = —(x+ l)j pro x € (—o,—1)
(x+1)" pro x € (—1,4+0)
Odtud ihned dostavame:

(x+1)°| =-3(x+1)* proxe(-wo,-1),

(x+1)’| ;=0

(x+1)°| =0
Ziejme tedy D . = (—o0,+0). Vysledek Ize zapsat v jednotném tvaru:

(x+1)°| =3(sign (x +1))- (x +1)

(x+1)° = 3(x+1)> prox e (~1,+w0),




Celkem dostavame (pti vyuziti formule pro derivovani sou¢inu):

£ = (=12 + 1)) =20 - Dfe+ 1+ (r =17 -3(sign (x4 D)- (x+1)° =

=2(x—-1)(x+ 1)2|x + 1| +(x=1)73(sign (x+1)) - (x +1)* =2(x = D)(x +1)*(x +1) - sign (x +1) +
+(x=1)% -3(sign (x +1))- (x + 1) = (x = D)(x + 1)> (5x = Dsign (x +1)

1.3.24 Vypoctéte derivaci funkce f(x) = ‘sin3 x‘ )

Reseni:

m—ooﬁoo). Kvili absolutni hodnot& budeme dévat pozor na intervaly, kde sin’ x>0 a
kde sin’ x < 0. Jsou to ziejmé intervaly tvaru (kz,(k +1)7z).

Na intervalu (kz,(k +1)7) pro k sudé dostdvame f(x) = ‘sin3 x‘ =sin’ x, odkud plyne:
f'(x)=3sin’ xcosx pro x e (kx,(k+)x), , f.(kx)=0 , f (k+Dx)=0

Na intervalu (%7, (k +1)7) pro k lich¢ dostavame f(x) =|sin’ x| = —sin’ x , odkud plyne:
f'(x) ==3sin’ xcosx pro x e (kx,(k+D7x), , f.(kx)=0 , f(k+1)x)=0

Vidime tedy, Ze pro libovolné k celé je f,(kz)= f (kx)=0a Ze tedy f (kz)=0. Odtud
ihned plyne, Ze D,. =(-o0,+0). Abychom mohli f'(x) vyjadiit pomoci jediné formule,

povSimnéme si, Ze 1ze psat

ésm 2x-sinx pro x e {kn,(k+Drx), je—1li k sudé
S = <

—Esm 2x-sinx pro x € {kn,(k+ 1)), je—1i k liché

Potiebovali bychom tedy funkci, ktera se rovna sin x na intervalech (kz,(k +1)z)s k sudym a

ktera se rovna — sin x na intervalech (kx,(k + 1)) s k lichym. To je ale zfejm¢ funkce |sin x| .

oy (s . 3. .
Miizeme tedy zavérem napsat: ‘sm3 x‘ = Esm 2x- |sm x| .

1.3.25 Vypoctéte derivaci funkce f(x) = arccosi

B
Reseni:

> 1} = (—o0,—1) U (l,+o).

Ziejmé D, = {x'

,ig}: {x; X
]

Na (I,+00) dostavame f'(x) = (arccos| J —_— (— sz S




Na (—o,—1) dostavame

IU e 1k

f(x)= [arccos J \/7

-Xx 1

Vxr-1 x xvx® -1

Podle véty o limité derivace dostdvame navic:

1
2

(=)= lim —— = -
271 x? —1
, 1
f.(1)=lim = 400
X—)1+x x2_1

1

xvx? =1 .

Jetedy D,. =(—o0,—1) U (1,+0) a plati: [arccos |1|J =
X

1.3.25 Vypoctéte derivaci funkce f(x) = [x]sin2 X .

Reseni:

D, =(-o0,4+0). Na zdklad¢ znalosti s funkci [x]vime, ze je vhodné uvazovat interval
(n,n+1), kde n je celé. Na tomto intervalu ziejmé je f(x) = nsin’ zx a tudiz

f(x)=n -(ZSinzzxcosmc);r =msin2mx proxe(nn+l) , f.(n)=0

Zbyva tedy uréit f (n+1). Pokusime se opét pouzit vétu o limité derivace. Za timto uéelem
nejprve ukazme, ze funkce f(x) je v bod¢ n+1 spojita zleva:

f+)=[n+1]sin> z(n+1)=(n+1)-0=0

lim f(x)= lim nsin’ =0

x—(n+l)— x—>(n+l)—
lim f'(x)= lim (ﬂn sin 27zx) =0
x—>(n+l)— x—>(n+l)—

Odkud vyplyva, ze f (n+1)=0. Na zakladé téchto vysledkl snadno vidime, Ze funkce f(x)
ma vlastni derivaci i v kazdém celociselném bod¢ n, pficemz plati f "(n) = 0. MizZeme tedy
napsat, ze D,. = (—o0,+0) a Ze
() =
S < 0 prox=n

Chceme-li vysledek zapsat v hez¢im tvaru, miizeme psat: f'(x) = ﬂ[x]sin 27mx .

msin2ax pro x € (n,n+1)

l-x pro x € (—o,1)
1.3.26 Vypoctéte derivaci funkce f(x) = < (1-x)(2—x) pro x €{1,2)
-(2-Xx) pro x € (2,40)

Reseni:
D, = (—o0,+x). Lze psat:



l-x pro x € (—»o,1)

fo={ 1-n2-x  poxe(l2)
-(2-x) pro x € (2,+o)

Odtud:
fx)=—1  proxe(-xol), f_(1)=-1
f(x)=2x-3 proxe(1,2) ,f . (H=-1,f _(2)=1
f(x)=1 proxe(2,4x), 7, (2)=1
Vidime ihned, Ze D, = (—,+). Celkovy vysledek lze zapsat ve tvaru:

-1 pro x € (—xo,1)
f(x)= < 2x-3  proxe{l,2)
1 pro x € (2,4+0)

b b
1.3.27 Vypoctéte derivaci funkce f(x) = <(x a)"(x=b)* proxe(ab)
vSude jinde

Reseni:
D, = (—o0,+o0). PovSimnéme si, Ze miZzeme napsat

0 pro x € (—o,a)
= (x-a)’(x-b)> proxe{ab)
0 pro x € (b,+0)

Odtud ziskame ihned:

f(x)=0 proxe(—o,a), [ _(a)=0
f(x)=2(x—a)x—-b)2x—a-b) proxe(a,b) ,f  (a)=0,f (b)=0
f(x)=0 pro x € (b,4o), f7.(b)=0

Zase vidime, ze D . = (—o0,+x) a celkovy vysledek lze zapsat ve tvaru:
F) = <2(x a)(x b)2x—a-b) proxe{a,b)

vSude jinde

pro x € (—0,0)
1.3.28 Vypoctéte derivaci funkce f(x) = <l (1+2) (0.40)
n(l+x) pro x €{0,+o

Reseni:

D, = (—o0,+0). PovSimnéme si, Ze opét miZeme napsat
pro x € (—0,0)

fo=C"

In(1+x) pro x € {0,+0)
Odtud dostaneme:
fx)=1  proxe(-0,0), f/_(0)=1

f'(x):L prox e (0,40) , 7. (0)=1
1+x

Vidime pak, ze D,. = (—o0,+0) a ze lze psit:



1 pro x € (—0,0)
rw= 1

pro x € (0,40)
I+x

arctg x pr0|x| <1
1.3.29 Vypoctéte derivaci funkce f(x)= 7» . x—1
ZSlgn x+T pro |x| > 1

Reseni:
D, = (—o0,+0). Ziejme opét miZeme psat

—%+XT_1 pro x € (—o,—1)
f(x)= < arctg x pro x € {—L])
z, xl pro x € (1,4+0)
4 2 ’

. . -1
Zde je trochu nepiijemné, ze hodnota funkce — % + xT v bod¢ —1 neni rovna hodnot¢

funkce arctg x v bodé€ —1, takze nemliZeme napsat f(x) = —% + XT_I pro x € (—o,—1).
Kazdopadné vsak z predchoziho vyjadreni funkce f(x) ihned plyne:
f@=3  proxe(c
1
x® +
, 1 , 1
f(x):a proxe(1,+oo),f+(l):§

Zbyva jen otdzka, jak vypada f_(—1). Snadno vidime, Ze

7 x-1 T
lim =lim|l-——+—|=——+-1
x—o—1- f(X) x—)l[ 4 2 j 4

S ()=

=t =L
1 pI’OXE(—l,l) :f+(_1)_2 vf—(l)_z

__Z
JED==7

Funkce f neni tedy v bodé —1 spojita zleva a odtud je ihned jasné, Zze pokud f (-1)existuje,
mize byt pouze nevlastni. K dikazu existence f (-1) nemizeme pouzit vétu o limité

derivace, nebot’ bohuzel neni splnén predpoklad spojitosti funkce f v bod¢ —1 zleva. Nezbyva,
nez pouzit definici derivace.

),
ez lim LO2SED L4 2 4) fim -2 L g 2L
ool- o x—(=1) rel- x+1 xo-l- x 41 2x-l-x 41

Tim je vySetfovani derivace ukonceno. Ziejmé D . = (—0,—1) U (=1,4+%). Celkovy vysledek

+00

muizeme zapsat ve tvaru



1

pro x € (—L1)
fr(x) — < 1 'i‘ x2
— ro (x| )1
5 prox|)
2
x’e™” pr0|x| <1
1.3.30 Vypoctéte derivaci funkce f(x) = < 1
— pro |x| > 1
e
Reseni:
D, = (—o0,+0). Ziejme op¢t miZeme psat
1 pro x € (—o,—1)
e
f(x)= < xle™ pro x €{(—-Ll)
! pro x € (1,40)
e
Odtud ihned plyne

f(x)=0 proxe(—o,—1), f_(-1)=0
f(x)= 2xe 4yt (—2x) = 2xe (1-x*) proxe(=Ll) ,f . (-D=0,f _(1)=0
S x)=0 prox e (Ltoo), [/ (1)=0
Vidime tedy, Ze D,. = (—o,+0)a Ze plati
1) = < 2xe_x2 (1-x%) pr0|x| <1
0 pro |x| )1

1331 Vypoététe derivaci funkce f(x) =|(x=D(x-2)’(x=3)| .

Reseni:

Ztejm& D, = (—oo,+00). Podobné jako v piiklad¢ 15 miizeme zde napsat

£(x) = (x=2)’|(x = D(x—3)’| . Odtud veelku bez obti zjistime, Ze
(x-1D(x-2)*(x=3) pro x e (~»0,1) U (3,+0)

—(x=D(x=2)*(x=3)° pro x €(1,3)

Véasné vytknuti vyrazu (x —2)* z absolutni hodnoty ndm ukazalo, Ze pii vySetfovani funkce

Fn=(

f(x) bod 2 nemusime viibec brat v ivahu. Nejprve vypocteme

[ =D =22 (x-3)°] =(x=2)2(x=3)* + (x=D2(x = 2)(x =3) + (x = I)(x = 2)*3(x = 3)" =
= (r=2)(x=3)[(x=2)(x=3) + 2(x ~ )(x = 3) + 3(x — [)(x - 2)] =

= (x = 2)(x = 3)*[6x? = 22x + 18] = 2(x = 2)(x = 3)*[Bx* —11x + 9]

Odtud

£ =2x-2)x-3Px> ~11x+9]  proxe(—ol)UB+n), £ 1)=-8, £/(3)=0
1) ==2(x=2)(x -3 x> —11x+9] proxe(13) , £ .(1)=8, £ (3)=0

Thned vidime, ze D, = (-o0,1) U (1,+0) a Ze plati:



2(x—-2)(x—3)*x* —11x+9]  pro x e (~o.)

f(x)= < —2(x=2)(x=3)* [3x2 —-1lx+ 9] pro x €(1,3)
2(x =2)(x=3)° [3x2 —-1lx+ 9] pro x € (3,+x)

Chceme-li vyjadrit f "(x) pomoci jediné formule, potiebujeme funkci p(x) takovou, ze

1 pro x e(—»,1)U(3,+0)
p(x) = <—1 pro x € (1,3)

0 prox=3
Lze si ale v§imnout, ze takova funkce opravdu existuje a je p(x) = sign(x —1) sign(x —3) .
TakZe miizeme napsat: f”(x) = 2sign (x—1) sign (x —3)- (x — 2)(x —3)* [3x* = 11x + 9]

1.3.32 Vypoététe derivaci funkce f(x) = ‘7[2 —~ )cz‘sin2 X .

Reseni:
D, = (—o0,+00). Kvili absolutni hodnoté vyskytujici se ve vyjadieni funkce f(x) budeme

uvazovat intervaly (—oo,—7) , (—m,7) , (7, +0). Mizeme zfejm¢e psat

Jf(x)=
Odtud

f7(x) =2xsin’ x+ (x* —7%)2sin xcosx = 2sinx[xsinx+(x2 —ﬂz)COSX] pro x € (—0,—1) U {7 ,+0)
S (=m)=0, f(x)=0

f'(x) =-2sin x[xsinx +(x? —72'2)COSX] pro x € (—m, )

f’+(_7[):O s f—(ﬂ-):O

Tedy D, = (—o0,+) a celkovy vysledek mizeme zapsat ve tvaru

<(x —7%)sin® x pro x € (—o0,~1) U {1r,+0)

(7% —x*)sin’ x pro x €{—m,m)

f(x)= —2(5:1'gn(7z2 —x’ ))sin x[x sinx + (x* —7*)cos x]

1.3.33 Vypoctéte derivaci funkce f(x) = arcsin(sin x).

Reseni:
Ziejm¢ D, = (—o0,+0), nebot oborem hodnot funkce sin x je interval (—L1) a tentyz interval

je definicnim oborem funkce arcsin y. Funkce arcsin y se zavadi jako funkce inverzni k funkci
sin X, coz velmi svadi k tomu, napsat arcsin(sin x) = x. Toto je zdsadni chyba, nebot’ je tfeba
si uvédomit, ze funkci arcsin y definujeme jako inverzni funkci k funkci sin x uvazované

. T , o T
pouze na intervalu (—3,5>. Plati tedy arcsin (sin X) = x, ale pouze pro x € (—E,E>. Pro
detailni rozbor funkce arcsin (sin x) je dobré si povSimnout, ze tato funkce je periodicka

s periodou 27. Staci ji tedy uvazovat na intervalu délky 2n. My si vybereme interval (—%,%}

Na intervalu (—%,%} , jak jiz bylo uvedeno, mame arcsin (sin X) = X .

Na intervalu (— % , %T) potom dostavame:



arcsin(sin x) = arcsin(sin((x — ) + 7)) = arcsin(—sin(x — 7)) =

= —arcsin(sin(x — 7)) =—(x—7)=7r—Xx

T o . o
Nebot’ x—7 € <_E’E> . Pro lepsi zapamatovani uvedeme graf funkce arcsin (sin x).

Y= arcsin (=Einx)

Z predchozich vysledki ihned plyne:
ffx)=1 proxe (—%,%) ) f'+(_%) =1, f,'(%) =1
, 3 , .3
f@=-1 proxe( .70, [ ()=-1.1(T)="1
Odtud s pouzitim periodi¢nosti snadno vidime, Ze D, = (—00,+00) — {% +kmkeZ } aze
1 proxe (—%+2kﬂ,%+2k7zj keZ

f'(x):< V4 RY/4
-1 proxe(5+2kﬂ,7+2kﬂj ,keZ

1.3.34 Vypoctéte derivaci funkce f(x) = X prox+#0 , f(0)=0.

1 b
1+e*

Reseni:
D, =(-0,+0). Pro x # 0 vypocteme

1 1
, - - 1
l1+e” —xe"(—zj !
X [ J X 1 er

fx)= Tl = =

1 1?2 l+ 12

Zbyva vysetfit, zda existuje derivace nebo zda existuji alesponl jednostranné derivace v bodé
0. Zde je asi nejlépe, povSimneme-li si pomérné technicky vyhodného tvaru funkce f(x) a
za¢neme pocitat f (0)a f,(0)podle definice:




£ 0= lim IOSO oy SO gy Ty
x—0- x—0 x—>0-  x x—0- L
1+e~

70 =lim OO SO T
x—0+ X — O x—0+ X x—0+ 1 N e;

Tedy D, =(-%,0)U(0,+0)a f'(x) pro x # 0 je urCeno vyse uvedenou formuli.

Pokud se nerozhodneme pocitat f (0)a f,(0)podle definice, miizeme jesté pouzit vétu o

wewr

Pfedn¢, abychom vétu o limité derivace mohli pouzit, musime ovétit, zda funkce f(x) je

v bod¢ 0 spojita.
lim x

li 9= Jip = [ 1]70f<°>

I+e* lim|1+e*
x—0-

lim f(x) = 11%1L= lirglx~lirgl;1=0-0=0=f(0)

I+e* 1+e*
Funkce f(x) je tedy v bod¢ 0 spojita, takze miizeme pocitat limitu derivace.

S0 =l

1 1
X X

1
X

. e ) 1 . e . e

=1+ lim -hm—2:1+hm 1=1+lim

x=>0- x  x—>0- l x—0- X x—0- X
(1+e*

Posledni limitu 1ze vypocitat timto zpiisobem:
1

. e . e’ . )
lim — = lim :—llmlz—llmf:O
x—>0- x Y+ yr+0 o yo+0 oY

y

v e ST ey e, o, | s :
Pti vypoctu jsme pouzili vétu o limité slozené funkce (vnitini funkce je ——, vné&jsi funkce je
X

- ly a 1’'Hospitalovo pravidlo. Vychazi tak lirg f7(x) =1a tudiz dostavame opét f (0)=1
e x—>0—



lim £'(x) = lim + = lim

x—0+ x—0+ 1 1 2 x—0+ 1 x—0+ 1 2 -
1 1
et 1 1y L 5 1
=0+ lim - lim = lim lim —%—=1-lim X =lim—=0
x>0+ 1 S0+ 1 =0+ L x>0+ 1 =0+ L 1 =0+ L
l+e” x| 1+e* e +1 l1+e* e’ —— e’
X
Odtud znova dostdvame £, (0) =0
. . [ .2
1.3.35 Vypoctéte derivaci funkce f(x)=Vl—e .
Reseni:
Za Gcelem urceni defini¢niho oboru uvazujme nerovnost
2
- >0
2
e ¥ <1
X2 <0
Posledni nerovnost je splnéna pro vechna redlna x, odkud plyne D, = (-o0,+00). Vnitini
—2 . « 1z “ Civs Yy N
funkce 1—e™* ma vlastni derivaci v kazdém bodg, vnéjsi funkce +/y v kazdém bod& y ) 0.

Je tedy tieba, za Gcelem pouziti véty o derivaci slozené funkce, vyloucit body, v nichz

1 — e * = 1 . Takovy bod je ale pouze jeden, a to bod x = 0. Pro x # 0 mizeme tedy
pouzit vétu o derivaci sloZzené funkce. Dostavame tak:
2

R L B e (= R

2 2
? Vi-e -

Zbyva vysettit bod x = 0.

2 2 2
: =0 Al-e . Nl-e™* N
f_(O): llm—: llm—: llm—:—hm —
x—>0- x_O x—>0- X x—>0- —\/X_Z x—>0- x2
2
) e " —1
= - lim {}——— = -1
x—>0- _x2

Upozornéme opét, Ze pii vypoétu limity v bodé 0 zleva uvazujeme x ( 0 a tudiz x = —/x° .

x N

v e JX)=F(0) : _
fO=lip = =lim fip R
e_xz—l
=1i151 5 =1
x—>0+ _x

Tedy D, =(-%,0)U(0,+0)a f'(x) pro x # 0 je urCeno vyse uvedenou formuli.



1.3.36 Vypoctéte derivaci funkce f(x) = arcsin1 2%
+

x2
Reseni:
Za ucelem urceni defini¢niho oboru uvazujme nerovnost
2x
<1
I+x
2
2|x| <1+ |x|

0<1-20x]+ [’
0= 1
Odtud ihned vidime, Ze D, = (—o0,+00). Zaroven je ziejmé, Ze funkce f(x) je na celém svém

definicnim oboru spojitd. Vnéjsi funkce arcsin y nemd vlastni derivace vbodech —1 , 1 a
proto se za uCelem pouziti véty o derivaci sloZzené funkce musi vyloucit body, pro které je
2x

=l (1 - |)c|)2 = 0. Jedna se tedy o dva body —1 a 1. Pro x # F1 dostavame:

2

1+x
f'(x)=[arcsin 2x2j = ! ( 2x2j =
1+x 2% 2 \U+x
)
1+x
B 1 2(1+x%)-4x _ 1+x® 2(-x") _ 2(1-x?) _ 2sign(l-x*)
e A e RN s S (R L e (R S C S
(1+x*)?
. 2
£ (=) = lim f'(x) = lim M:z lim 12 -1
x——1- x—-1- 1+ x x=>-1-14 x

Analogickym postupem zjistime, ze f,(-1)=1, f (1)=1, f.(1)=-1
Vidime tedy, ze D, = (—o0,~1) U (=11) U (1,+0).

1.3.37 Vypoctéte derivaci funkce f(x) = (x— 2)arctgL2 ,prox#2, f(2)=0.
x —

Reseni:
Ziejm¢ D, = (—oo,+0). Pro x # 2 dostavame:

1) 1 1
‘x)=| (x=2)arcte—— | =arcte——+(x -2 = =
') [( ) gx_zj g5t (x=2) ( 1 jz ( (x—2)2J
1+
x-=2
= arct; — x=2
gx—2 x> —4x+5

Vzhledem k ptiznivému tvaru funkce f(x) bude vhodné jednostranné derivace v bodé 2 pocitat
podle definice:




’ . f( ) f(2) b 1
=1 L7 J 7 -] t -
f-(2) xlr?_ 5 Xlrgl_ arctg 5
: . f()-f(2) . 1 T
= L7 J V7 —] t =
f.(2) thg 5 Xlrg arctg >

Tedy D,. = (-0,2) U (2,+x).



