1.2 Limita funkce

n+l
1215 fimX =t Dr+n

n je ptirozené.
2 i)
xol (x _ 1)

Reseni:

Budeme upravovat Citatele:

X" —(n+1)x+n= (x”+1 - x)+ (—nx+n)= x(x" - 1)— n(x-1)=

=(x- 1)[x(x"_1 +x" L x+ 1)— n]: (x— 1)[x" +x" X X n] =
=(x— 1)[(x” - 1)+ (x”’1 - 1)+ et (x2 - 1)+ (x— 1)] =

(=1P[et 2 x0T bt D (1) + 1)

Dale upravovat neni nutné (nemluvé o tom, ze jsme tuto Gpravu jiz provadéli v prikladé 11)

Dostavame ihned (po vydéleni (x - 1)2 a dosazeni x=1).

n+l
lim = _(n+12)x+n =n+(n—1)+.+2+1= n(n+1).
X1 (x—l)
1.2.16 lim( - j m a n jsou prirozena
o\ T-x" 1-x"
Reseni:

Zde nesmime podlehnout pokuseni pocitat tuto limitu jako rozdil dvou limit. Lze totiz vcelku

snadno ukazat, ze hm1 — vibec neexistuje. (limita zleva je+ oo, limita zprava je —o).
=] —x

Nezbyvéa nam tedy nic jiného, nez limitovanou funkci upravit. Jak jsme pravé zjistili, nema
cenu ji udrzovat ve tvaru rozdilu, takze klidné¢ mizeme oba zlomky pfevést na spolecného
jmenovatele. Navic vyrazy 1—x"al— x" umime rozlozit a asi bude dobr¢ je rozlozit, protoze
limitu pocitame v bod¢ 1.

m n m n

I-x" 1-x" (1—x)(1—|—x+...+x’”’2 +)c’"’1)_(1—x)(1+x+...+x"’2 +x”’1)
_ m(lerJr...er”_2 +x”_')—n(l+x+...+xm_2 +xm_1)
(= x Moo x" 2 " "2 4 ")

Ted’ ale moznad nevime, jak dal. S vyrazy, které se ndm vyskytuji v Citateli jsme ale uz
pocitali. Podivejte se tfeba na priklad 11! Budeme nyni upravovat pouze Citatele.

m(l+x+...—i—x"’2 +x”’1)—n(l+x—i—...+x"”2 +x'”’1)= m(1+x+...+)c”’2 +x”’1)—mn—
—n(l+x+...+xm_2 +xm_1)+ mn = m[l+x+...+x"_2 +x"! —n]—n[l+x+...+x'"_2 +x™! —m]:

m(x — 1)(x"_2 +2x" 7 43" 4+ (=2 4+ n— 1)— n(x - 1)(x’”_2 +2x" 7 430" L (m—2)x +m - 1)



Na zakladé vsech predchozich vypocti nyni dostavame

x—1

lim( m_ j: m(l+2+"'+(n_1))_n(l+2+"'+(m_l))=—1+2+'"+(n_1)+
I-x" 1-x" mn n

1+2+...+(m—1) n—-1 m-1 m-n
+ = + =

m 2 2 2

Byl by moZny ale i trochu jiny postup. Vyjdeme-li z naSich uprav citatele zlomku, miZeme
psat

lim m(1+x+...+x"’1)—n(1+x+...+x’”’1) _limm[1+x+...+x"’1 —n]—n[l+x+...+x"”1 —m]_
e (I N (T (R (R L

m(x - 1)+ et ()c"_1 —1))]— n[(x —1)+ et (x’"_1 - 1)] _

=-—lim

xo1 (=1 + x4t x4+ 2"
[x—1 x" =1 x—1 x" -1
m——+..+ - ——+...+
. x—1 x—1 x—1 x—1
=—lim— =
x> (x4t i+ x+..+x"")
.ox—1 Cox" -1 .ox—1 . |
m| lim—— +...+ lim —n| Iim——+...+1lim
x—1 x_l x—1 X — x—1 x_l x—1 X —

lim(l XA )lim(l XAt x”’l)

x—1 x—1

k

Vypocteme-li si nyni, ze lirrll al _11 = k , dostadvame pak snadno vysledek
X—> X —
(n - l)n (m - l)m
_m[l+...+(n—1)]—n[1+...+(m—1)]__m 2 — 2 __(n—l)—(m—l)_m—n
mn - mn - 2 2

1.2.17 lim (akxk +a, x" +...+a1x+a0),ak %0

X—>+0

Reseni:

Mame vlastné vypocitat limitu polynomu. Budeme postupovat zcela stejné jako u limity
posloupnosti.

. - . 1 1 1
lim (akxk +a, x" +...+a1x+a0)= hm{xk(ak to,  —+.ta—+a,—
X—>+0 X—>+00 X X X

w1 , . 1 1 1
Ziejmé lim x* =+0  Dale lim (ak to L — et —ta,— |=a,
x x

X—>+00 X—>+0 k-1

. y Lo 1
(pouzijeme skuteCnost, ze lim —=0)

xX—>+o x



1

1.2.18 lim(akxk +a, x"* +...+a1x+a0)ak #0

x>+
ReSeni:
Zde postupujeme uplné stejné. Jediny rozdil spociva v tom, Ze

— o0
lim x* = je-li k liché, sudé
+ 00

X—>—0

Takto dostavame

+ o0 liché o, <0
. . 1 1 1 — o0 liché o, >0
lim| x"| o, +o,  —+..+a,—+a,—||= pro k )
P X X X -0 sude o, <0
+ 0 sudé o, >0
ax" +a, X"+ . +tax+a
1.2.19 lim —* = — C, a,#0,8 %0

e Bx'+ B x T+ + Bix+ By

Reseni:
Zde se jedna o limitu racionalni funkce. Postupujeme opét stejné jako u limity posloupnosti.

1 1 1

k

B x|la +ta, ,—+..+ta,—+a,——

. ax o X+ raxta, [ LT % Pkt Tk
lim = lim =

l -1
ot BX 4+ B xT ++Bx+ X 1 1 1
! = ! 0 x’(ﬂl + B ]

—t. Bt p—
X X X

1

1 1
a, +ak_1*+...+a1?+a07k
X X X

= lim x*

X—>+0

1 1 1
,H,+,HH—+...+,31?+,HO—]
X X X

Musime rozlisit 3 ptipady:

a) ptipad k=1
zde dostavame

1 1
o t+o —+..to o ta,
X X

ﬂ1+ﬁ1—1*+---+ﬁ1ﬁ+ﬂ07 :
X X X

b) ptipad k<I/

zde dostavame



1 1
ak +ak_1*+...+a17+a07
) . - a
lim x* lim X x x =0-—+=0.
X—>+0 X—>+0 1 IBI
Bi+Bi—+. +,51 1+/30
X
c) ptipad k>1
zde dostavame
1 1 1 ) . a,
A+ — ot Ay — o - je—li —<0
lim x* lim ’1‘ x a =+oo-Fk=< . .
X—>+00 X—>+0 . . k
,6’,+,H,1x+ +,H1 1+,6’0 ! + o0 ]e—le>0
!

V piipadg, Ze a, < 0/> 0 existuje &islo d < 0/> 0 takové, ze a,x" +a, x* " +..+a,x+a,<
d/> d na né&jakém okoli bodu + oo

Potom
1i k k-1 T gy <0
mlo, x" +a, \x +.+tax+a,)=( je-li
X—>+0 + 00 ak > 0
by My tax+
1220 lim &&5_* %X —tox+a,

= Bx'+ B x4+ Bx+ f,

Reseni:
Zde budou pouze malé rozdily oproti pfedchozimu ptikladu.
a) pripad k=1
zde nedochézi k zddné zméné.
b) pfipad k£ </
zde rovnéz nedochéazi k zadné zméné
c) pripad £>1
pfipomeiime jeste, ze

. v~ je=li k—Iliché
lim x" =¢ ,
x>0 +o  je—li k-1 sude.

Dostavame

v prok—1 liché, %= <0
1

L., a
ozkJratk_ll+...+ocl—+ozoL — o0 pro k—1 liché,—* >0
X k-1 k ﬂ

lim x* - lim ] x x =( al
v w ﬁz"'ﬂzlx"' 4B _1"':30 —ooprok—lsudé—"<0
1

+ 00 pro k—lsudéﬂ>0
1



Takto vidime, Ze limity racionalnich funkci v bodech —o a 400 podobné jako tomu bylo
v analogickém pfipad€ limit posloupnosti — nemusime vlastn¢ pocitat, ale miizeme rovnou
psat vysledek. Uved’'me n¢kolik jednoduchych piikladu.

) 2x* —3x+1 2
lim ——m = ——

i _3xt 4 2x—x 3
2x* —3x+1 2

lim4—:——
oo —3x" 42X —X 3
. X +5
lim - =
X—>+0 x +7
5
i x7+5=0
oo x4+
—x*+xP+1 [ lj
lim 5 = == |=—00
X—>+00 2)6 _2
—x*+x*+1 ( j
lim 5 =—00-| —— | =+
oo 2 =2

V piipad¢ limit racionalnich funkci v bodech - o a +oo nemusime ovSem vzdy postupovat jen
podle pfedchoziho ndvodu. To nam ukdzou nésledujici dva ptiklady.

1201 1im &~ Ux=2)xr=3)x—4)x-5)
= (5x-1)

Reseni:
V (itateli mame soucin péti vyrazii a ve jmenovateli patou mocninu. Tuto limitu miizeme tedy
napsat ve tvaru

(x—l) ' (x—2) . (x—3) . (x—4) . (x—S)

}iwa{(SX_l) (5x—1) (5x-1) (5x-1) (Sx_l)}

coz je dle pfedchozich vysledkl rovno

.ox—-1 . x-2 . x-3 .. x-4 . x-5 11111 1
lim - lim - lim - lim - lim === == =—.
x40 §x =] x40 5y —] x>0 S5x—] x> S5x—] x>=S5x—-1 55555 5°

20 30
1222 1im 2373) (3"5:2)
i (2x 1)

Reseni:
Zde opét dle predchozich vysledkt

C(2x=36x+2)" . [(2x-3)" (3x+2)" C2x-3)" (. 3x+2)"
lim = = lim|| ——| - =| lim .| lim =
X400 (2x + 1) xotool \ 2x 41 2x+1 xote 2x 41 x>0 Dy +1

ORARES




1293 Lim (x+1)(x2 +1)-...-(x" +1)

o [(xn)" + 1]?

Reseni:

Divame-li se na Citatele, mize nas napadnout, ze by tieba nebylo Spatné cely limitovany vyraz
napsat ve tvaru soucinu. JenZe jmenovatel se mozna nezda byt k tomuto ucelu ptizptisoben.
Aby nam vychéazelo néco rozumného alespon v &itateli, bylo by dobré, kdyby ¢&initel x* +1
byl vydélen mocninou x*. MiZeme tedy zkusit Citatele i jmenovatele vydélit vyrazem

x oxtenx".
x+1.x2+1. x4l
lim(erl)(xz+1)-...n-+§x" +1):lim X x’ “;m x"
) [(nx)" +1]T ) (nx)" +1]2
nln+1
2
Cox+1 . x*+1 .ox"+1
)151_1;2 . )1(1_)1'2 x2 )151_1;2 x” 1 n(n+l)
_ — — 2
n+l n+l
| () 1] 2 ]
X—>0 x"

Za ucelem vypoctu limity ve jmenovateli je nutno pouzit vétu o limité slozené funkce. Vnitini

n+l

funkeci je zde funkce g(x) = M’fl a vn¢jsi funket je funkce f (y) = yT . Plati
X
lim (nx) +1 _lim n”x”n +1 _
X—>0 X X—>0 X
n+l n+l
limy? = [n" ]7

y—n"

n+l n T
Nebot” funkce y 2 je spojita v bodé n". Pro slozenou funkci f (g(x)): {M} tedy

potom plati

X—>0 y—n"

n+l
n 1Tz nel -
m{&}q‘”} . lim y 2 :[n"]T.
X

) X+yx+4x
1.2.24 lim+—7FF—"M—
xo® Vx+1

Reseni:
U ptikladl tohoto typu je postup podobny jako u racionalnich funkei. V Citateli i jmenovateli
vytkneme nejvyssi mocninu proménné x" .Zde je to v obou piipadech Jx . Dostavame



Odtud

K vypoctu limit v ¢itateli a jmenovateli je ovSem potfeba pouzit zase vétu o limit¢ slozené
funkce, a to dokonce nékolikrat. Ukdzeme, jak ur¢ime limitu v Citateli. Za vnitini funkci

vezmeme funkci g(x)= i} a za vn&jsi vezmeme f(x)= \/; . Plati
x

limi:O , lim,/y=0

X—>00 x3 y;)()*

piicemz posledni limita je rovna 0, protoze funkce je v bod¢ O spojita zprava. (Pozor!
Pouzivame zde jednostrannou verzi véty o limité slozené funkce.) Pro slozenou funkci

S (g (X )) = \/g tedy plati

lim - = lim [y =0

x> x y—0*

.1 o
Déle protoze lim— =0 dostavdme

X—>0 x

lim(lJr ‘/%] = liml+ lirn‘/i3 =0
X—>00 X X xﬁoox X—>0 X
1

e x " y C i 4w, - , 1
Opétné pouzijeme vétu o limité sloZzené funkce. Vnitini funkce tentokrat bude g(x)— +.|—

X X3
avngjsi f(y)=+/y .Plati
lim(l+ ‘/%J:O , lim4/y =0
el X X y—0°
1

odkud pro limitu slozené funkce f(g(x))=,|—+ ,/% dostavame
x

X
lim |~ + |~ =0
X—>0 X X



.....

lim1/1+ l+‘/% =1.
X—>0 x x

3 4
1.2.25 1imM
x® A2x+1

Reseni:

V citateli mame soucet, takZze mizeme zkusit napsat

po Nt L Yx x
= A2x+1 e a2x +1 X—’“’ V2x+1 X—’“’ V2x+1

V takovych ptipadech ovSem musime byt opatrni. Musime se pfesvédcit, Ze vSechny tii limity
vpravo existuji a jsou vlastni.(Zde tomu tak je.)

X0 2x+ 2x+1

hrn

protoze lim
o 2x +1

davodu

1 .o v Loy ,
=5 a protoze muzeme pouzit vétu o limité slozené funkce. Z podobnych

3 2
) X ) X
Iim———— =lim¢|]——— =0

eyl e\ x4 1)

lim x lim i 0
= 4 ——
e 2x 41 e\ (2x+1)

Je+ilx+4x A2 V2

lim =—+0+0——.
2

X0 A2x+1
VJ1—-x-3

1.2.26 lim
x—>-8 2+,\/_
Reseni:
Postupujeme velmi podobné. V Citateli méme druhou mocninu — pouZijeme tedy

A> —B* =(4-B)A+B), a rozsifime vyrazem +/1-x +3. Ve jmenovateli oviem méime
odmocninu tfeti, takze pouzijeme 4’ — B> = (A - B)(A2 +AB+ B’ ) Nijak nds nemusi mylit,

7e ve jmenovateli je soucet a nikoliv rozdil. Vezmeme totiz 4=3/x a B=-2.Rozsiiime



tedy vyrazem A’ + AB+ B* = (3\/;)2 —23x +4 . Celkem tedy budeme rozgifovat vyrazem
(Vi—x- +3I(3\/¥ F—23x + 4) . Dostévame tak

il (Vi—x-3 Jﬂwﬂi/}z)—z%/mj (1—x—9)((3\/¥)2—23\/¥+4j
Vir2 a2 i 3| ) -2+ 4] D o

) —2vx +4
\/ﬁ+3

Odtud

AT x -3 lim(_(%/})zzi/¥+4]__(%/_8)22%/_8+4_4+4+4__

et P SREY SR JI—x+3 JI+8+3 343

{x) -2ix +4
Jx—1+3

1227 lim\/;_\/g+ VY4 >0

+ 2 2
x—a x‘—a

nebot’ funkce — je v bod¢ —8 spojita.

Reseni:
Zde je nutna nejprve predbézna uprava.

Vx-va+x-a Vo-da o Ax-a

)}La [x _a _x1~>a [x —Cl x—a* /x _a

coz, jak vime, plati, jestlize ob€ limity vpravo existuji a jsou vlastni. Mame vSak

Vx-a - im (Vx —va)x +va) .

lim

N N N ) N N e N

=0

Frrallsiva

Vimnéte si, ze k vypoctu limity stadilo zlomek rozsifit pouze vyrazem +x ++/a , pricemz

b b
jmenovatele jsme v tomto okamziku vcelku nebrali v ivahu (ve jmenovateli neni totiz Zadny
souéet ani rozdil, ale pouze jedina odmocnina) Dale

Jx-a |

hm = hm = 11m

= ﬁ lin =l =

nebot’ funkce

nebot’ funkce

) definovana na intervalu <a,+ oo) je v bod¢ a spojitd zprava.

je spojita v bod¢ a . Vychazi tedy
x+a



r—Jasia

li 0+

1 1
x—a xz_az \/Z_\/%

1228 limMXH13=2Vx+1

x—3 x2 _9

Reseni:
Zde ve jmenovateli Zadna odmocnina neni, takze k rozsifovani zlomku pfispéje pouze Citatel.

X H13-24x+1 (\/x+13—2\/x+1X\/x+13+2\/x+1)
lim =lim

3 x> =9 ¥3 (x2—9 Vx+13 +2\/x+1)

lim x+13-4(x+1) lim ~3x+9 _
=3 (¢ —ofVx+13+2vx+1) 3 (x —9)Vx+13 +24x+1)
-3 -3 1

3 (x4 3)x+ 13+ 20x+1) (+3)Wa+13+243+1) 16



